
Poglavje 4

Kvantno procesiranje

Kvantno procesiranje (angl. quantum computation) je de�nirano kot kakr²no-
koli procesiranje, ki ga vr²i kvantni ra£unalnik (angl. quantum computer). �e
delovanje klasi£nega ra£unalnika temelji na zakonih klasi£ne �zike (klasi£ne me-
hanike), bo delovanje kvantnega ra£unalnika temeljilo na zakonih kvantne �zike
ali kvantne mehanike [29].

Osnovna ideja kvantnega procesiranja izhaja iz enostavnega �zikalnega po-
izkusa. Predpostavimo, da vir svetlobe, ki je sestavljen iz nedeljivih delcev
fotonov, naleti na zrcalo. V tem primeru se del svetlobe odbija proti to£ki A,
del pa proti to£ki B. Intuitivno bi lahko sklepali, da se del fotonov, ki so na-
£eloma nedeljivi, odbije v eni, del fotonov pa v drugi smeri. Vsak posamezni
foton, bi bil usmerjen tako na lokacijo A ali na lokacijo B. Pri tem je uporaba
besedice �ali� v predhodnjem stavku mi²ljena kot ekskluzivna (XOR) disjunk-
cija. Kvantna �zika pojasnjuje, da se vsak foton odbije v obeh smereh, £eprav
gre za nedeljiv delec [30]. Tako lahko sklepamo, da se isti delec lahko po od-
boju nahaja na ve£ih pozicijah hkrati. �e tovrstnemu delcu zaupamo vlogo
nosilca stanj in njegovo stanje q(t) v £asu t izena£imo z njegovo pozicijo, lahko
sklepamo, da je tovrstni delec lahko isto£asno v ve£ stanjih hkrati. Slednjo
zna£ilnost imenujemo za superpozicijo (angl. superposition). Opisani eksperi-
ment je predstavljen na sliki 4.1 povzeti po viru [31]. V nadaljevanju de�niramo

Slika 4.1: Odboj fotona na lokaciji A in B (slika je povzeta po viru [31]).
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pojem kvantnega ra£unalnika [32].

De�nicija 2 Kvantni ra£unalnik je kakr²nakoli procesna naprava, ki izko-
ri²£a fenomene kvantne mehanike (npr. lastnosti superpozicije) za izvajanje
operacij nad podatki.

Osnova kvantnega ra£unalnika je lahko dvostanjski ali ve£stanjski kvantni
sistem. V pri£ujo£em poglavju se bomo ukvarjali le z kvantnimi sistemi, ki
temeljijo na dveh osnovnih kvantnih stanjih. �e je v klasi£ni dvovrednostni
logiki osnovna manipulativna enota ali nosilec informacije bit, slednjo vlogo v
sistemu z dvemi osnovnimi kvantnimi stanji prevzame qubit, ki ga opi²emo v
naslednjem razdelku.

4.1 Qubit

V dana²njih klasi£nih elektronskih ra£unalnikih je osnovna entiteta procesiranja,
pomnjenja in prena²anja bit. Pri procesiranju si njegovo vrednost ali stanje,
v katerem se nahaja, interpretiramo z napetostnimi nivoji. Osnovna entiteta
procesiranja, pomnjenja in prena²anja v kvantnem sistemu z dvema osnovnima
kvantnima stanjema je kvantni bit ali qubit (angl. quantum binary digit) [33]. Z
razliko od bita, ki lahko hrani logi£no vrednost 0 ali 1, qubit lahko hrani osnovni
logi£ni vrednosti |0〉 ali |1〉 (slednji sovpadata z logi£nima vrednostima 0 in 1),
ali pa linearno kombinacijo obeh logi£nih vrednosti hkrati (se nahaja v obeh
stanjih hkrati in je superpozicioniran) [29]. Kvantni logi£ni vrednosti |0〉 in |1〉
poimenujemo za osnovni kvantni stanji, vse njune linearne kombinacije pa za
superpozicionirana stanja.

Notacija ozna£evanja stanja qubita temelji na Diracovi bra/ket notaciji stanj
v kvantnem sistemu [33]. Pri tem pod oznako ket smatramo zapis |x〉, ki ga
interpretiramo kot stolpi£ni vektor in ponazarja kvantno stanje enega ali ve£
qubitov, pod oznako bra pa zapis 〈x|, ki ga tretiramo kot vrsti£ni vektor. Za
dvostanjski kvantni sistem bi bila tako notacija osnovnih stanj slede£a:

� |0〉: qubit je v osnovnem stanju, ki ponazarja bitno vrednost 0;

� |1〉: qubit je v osnovnem stanju, ki ponazarja bitno vrednost 1;

Kvantno stanje |q〉 posameznega opazovanega qubita na osnovi ket notacije
zapi²emo z izrazom

|q〉 = a |0〉+ b |1〉 =
[
a
b

]
, (4.1)

pri £emer sta a in b kompleksni ²tevili (a, b ∈ C), |0〉 in |1〉 pa ortonormalna
bazna vektorja v dvodimenzionalnem kompleksnem prostoru [33]. Parametra a
in b imenujemo tudi za amplitudi superpozicioniranega stanja. V primeru, da
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imamo opravka s pari parametrov (a = 1, b = 0) ali (a = 0, b = 1), se qubit na-
haja v enem od dveh osnovnih stanj, v primeru pa da sta vrednosti parametrov
druga£ni, se qubit nahaja v superpozicioniranem stanju. Za superpozicionira-
nost stanja qubita bomo v nadaljevanju podali ²e dodatno zahtevo, ki ju morata
izpolnjevati parametra a in b.

Stanje qubita je tako enoli£no predstavljeno s stolpi£nim vektorjem. Izraz
(4.1) stanja imenujemo tudi za valovno funkcijo qubita [34]. Glede na de�nicijo
zapisa stanja v vektorski obliki se tako qubit lahko nahaja v enem od osnovnih
stanj |0〉 ali |1〉, ali pa v superpoziciji obeh stanj. Za parametra a in b po virih
[33], [34] in [35] veljata izraza

a = x0 + iy0, b = x1 + iy1, x0, y0, x1, y1 ∈ R, (4.2)

|a| =
√
x20 + y20 , |b| =

√
x21 + y21 , (4.3)

pri £emer mora biti veljavna relacija po izrazu

|a|2 + |b|2 = 1. (4.4)

V matemati£nem smislu si tako lahko zapis stanja posameznega qubita |q〉
interpretiramo kot enotski vektor v Blochovi sferi, ki vodi od sredi²£a sfere do
njenega pla²£a. Na sliki 4.2 je v Blochovi sferi predstavljeno stanje qubita |ψ〉.
Z razli£nimi vrednostmi parametrov a in b stolpi£nega vektorja, ki ponazarja

Slika 4.2: Prikaz stanja qubita |ψ〉 z enotskim vektorjem v Blochovi sferi (vir:
Wikipedia).

kvantno stanje posameznega qubita, je mogo£e dose£i vse lokacije na Blochovi
sferi.

Na koncu pri£ujo£ega razdelka ²e formalno de�nirajmo termin qubita [36].
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De�nicija 3 Qubit je dvostanjski kvantni dinami£ni sistem, ki si ga v lo-
gi£nem smislu interpretiramo kot dvodimenzionalni Hilbertov prostor. V
njem imamo �ksno bazo B = {|0〉 , |1〉}, stanji |0〉 in |1〉 pa poimenujemo

za osnovni stanji. Meritev (branje) stanja qubita nam vrne vrednosti |a|2

in |b|2. Prva predstavlja verjetnost nahajanja qubita v osnovnem stanju |0〉,
druga pa verjetnost nahajanja qubita v osnovnem stanju |1〉.

4.2 Qubitni register

Qubitni register je sestavni del dvostanjskega kvantnega ra£unalnika, ki vr²i
funkcijo delovne lokacije, v kateri se izvajajo logi£ne operacije nad qubiti. Qubi-
tni register je sestavljen iz n pozicij na katerih se nahajajo vrednosti n qubitov
in ima funkcijo hrambe in obdelave kvantne besede dolºine n. V klasi£nih ra£u-
nalni²kih sistemih je dolºina binarnih besed obi£ajno 8, 16, 32 ali 64 bitov. Ob
ºe znani predpostavki, da se posamezni qubiti lahko nahajajo tudi v superpozi-
cioniranih stanjih, veljata naslednji ugotovitvi:

� qubitni register dolºine n qubitov smatramo kot 2n dimenzionalni kom-
pleksni vektor;

� z razliko od bitnega registra dolºine n bitov, ki hrani le eno od 2n mo-
ºnih razli£nih stanj, qubitni register dolºine n qubitov lahko hrani do 2n

moºnih razli£nih stanj isto£asno; ²tevilo stanj je odvisno od ²tevila super-
pozicioniranih qubitov;

Glede na povedano qubitni register sestavljen iz n qubitov omogo£a dosti
efektivnej²i zapis podatkov, hkrati pa je efektivnej²e tudi izvajanje operacij nad
njim, saj se ena operacija ne izvede nad enim podatkom (enim stanjem regi-
stra), temve£ nad ve£jo mnoºico superpozicioniranih stanj. Druºba D-Wave
Inc., ki se ukvarja z razvojem kvantnih ra£unalnikov, na svoji spletni strani
(www.dwavesys.com) navaja, da bi qubitni register dolºine 300 qubitov pred-
stavljal ekvivalent bitnemu registru dolºine 1090 bitov. Slednje ²tevilo je ve£je,
kot je predvidevano ²tevilo atomov v vesolju. Po njihovih ocenah bi bil kvantni
ra£unalnik s qubitnim registrom dolºine 30 qubitov ekvivalenten ra£unalniku z
nekaj 10 TFlops-i procesne zmogljivosti.

Predpostavimo, da imamo opravka s kvantnim registrom dolºine treh qubi-
tov. �e bi bil to klasi£en bitni register, bi vanj lahko shranili eno od 8 razli£nih
vrednosti iz mnoºice zapisov {000, 001, 010, 011, 100, 101, 110, 111} . �e iz na-
vedenega nabora potencialnih vrednosti izberemo zapisa 110, 111, bi ju lahko v
kvantnem registru hranili isto£asno. Zadnji LSQ (angl. least signi�cant qubit)
qubit bi tako zapisali s superpozicioniranim zapisom

1√
2
(|0〉+ |1〉), (4.5)



POGLAVJE 4. KVANTNO PROCESIRANJE 37

stanje celotnega qubitnega registra pa s tenzorskim produktom vseh treh qubi-
tov

|1〉 ⊗ |1〉 ⊗ 1√
2
(|0〉+ |1〉). (4.6)

V primeru, da bi v qubitnem registru hoteli isto£asno pomniti vseh osem raz-
li£nih vrednosti, bi to zapisali s tenzorskim produktom

1√
2
(|0〉+ |1〉)⊗ 1√

2
(|0〉+ |1〉)⊗ 1√

2
(|0〉+ |1〉) =

(
1√
2
|0〉+ 1√

2
|1〉)⊗ (

1√
2
|0〉+ 1√

2
|1〉)⊗ (

1√
2
|0〉+ 1√

2
|1〉). (4.7)

4.3 Enovhodne kvantne logi£ne operacije

Na za£etku zapi²imo formalno de�nicijo kvantne logi£ne operacije.

De�nicija 4 Kvantna logi£na operacija je de�nirana kot unitarna presli-
kava U, de�nirana po izrazu

H2→ H2, (4.8)

pri £emer H2 predstavlja dvodimenzionalni Hilbertov prostor.

Kvantna logi£na operacija tako izvede unitarno preslikavo po izrazih

|0〉 → x1 |0〉+ x2 |1〉 , (4.9)

|1〉 → x3 |0〉+ x4 |1〉 . (4.10)

Unitarnost preslikave vektorja stanja zagotavlja, da se njegova zna£ilnost enot-
skosti ohranja. Unitarnost preslikave je zagotovljena z unitarno preslikovalno
matriko

U =

[
x1 x2
x3 x4

]
. (4.11)

Unitarnost matrike je izpolnjena, ko je matrika U reda nxn in velja izraz

U ∗ UT = UT ∗ U = I, (4.12)

pri £emer je UT transponirana verzija matrike U , I pa enotska matrika.
Logi£no operacijo nad enim qubitom (|q〉 = a |0〉 + b |1〉) bi tako zapisali z

izrazom

U ∗
[
a
b

]
=

[
c
d

]
, (4.13)

pri £emer je U unitarna matrika reda 2x2, rezultat pa stolpi£ni vektor reda 2x1.
Lastnost unitarnosti matrike omogo£a inherentno1 reverzibilnost kvantnih

logi£nih operacij.
1Inherentno - nelo£ljivo, nerazdruºno povezano s £im (Vir: SSKJ).
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4.3.1 Kvantni negator

Najenostavnej²i primer logi£ne operacije nad enim qubitom je kvantni negator.
Upo²tevajo£ zapis stanja qubita z izrazom

|q〉 = a |0〉+ b |1〉 , (4.14)

operacijo negacije ponazorimo z unitarno matriko

Uneg =

[
0 1
1 0

]
. (4.15)

Slednja daje kvantni negaciji pomen NEG(|q〉) preko matemati£nega izraza[
0 1
1 0

] [
a
b

]
=

[
b
a

]
. (4.16)

Tako negacijo stanja qubita q (|q〉 = a |0〉+ b |1〉) zapi²emo z izrazom

|q〉 = b |0〉+ a |1〉 . (4.17)

4.3.2 Z funkcija in Hadamardova funkcija

Kompleksnej²i funkciji nad posameznim qubitom sta Z funkcija in Hadamardova
funkcija podani z unitarnima matrikama

UZ =

[
1 0
0 −1

]
, UHadamard =

1√
2

[
1 1
1 −1

]
. (4.18)

Z funkcija pusti |0〉 nespremenjen, na |1〉 pa izvede fazni premik (angl. phase
shift) s spremembo predznaka. Hadamardova funkcija je ena od najpomemb-
nej²ih kvantnih logi£nih funkcij, saj izvede superpozicijo nad stanjem qubita,
isto£asno pa ima lastnosti reverzibilnosti. V izrazih (4.19) in (4.20) sta predsta-
vljena rezultata omenjenih logi£nih operacij.

UZ ∗
[
a
b

]
=

[
1 0
0 −1

]
∗
[
a
b

]
=

[
a
−b

]
(4.19)

UHadamard ∗
[
a
b

]
=

1√
2
∗
[

1 1
1 −1

]
∗
[
a
b

]
=

1√
2
∗
[
a+ b
a− b

]
(4.20)

�eprav imamo na prvi pogled moºnih neskon£no logi£nih operacij nad qubitom,
poljubna dvodimenzionalna unitarna matrika ne predstavlja logi£ne operacije.
Pogoj, ki omejuje moºni prostor funkcij, je relacija |a|2+|b|2 = 1, ki mora veljati
za izhodi²£no stanje, nad katerim deluje preslikava [33].
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4.4 Superpozicija dveh ali ve£ qubitov

Predpostavimo, da imamo opravka s sistemom, ki ga tvorita dva qubita. Mno-
ºico osnovnih stanj tak²nega sistema tvorijo stanja |00〉, |01〉, |10〉 in |11〉, lahko
pa sta qubita tudi v superpoziciji |q〉 teh ²tirih osnovnih stanj, kar po viru [29]
zapi²emo z izrazom

|q〉 = c0 |00〉+ c1 |01〉+ c2 |10〉+ c3 |11〉 , c0, c1, c2, c3 ∈ C, (4.21)

pri £emer so parametri c0,...,c3 pridobljeni s pomo£jo tenzorskega produkta2 po
izrazih

|q〉 = |q1〉 ⊗ |q2〉 = |q1, q2〉 =
[
a1
b1

]
⊗
[
a2
b2

]
= (4.22)

a1

[
a2
b2

]

b1

[
a2
b2

]
 =


a1a2
a1b2
b1a2
b1b2

 , (4.23)

c0 = a1a2, c1 = a1b2, c2 = b1a2, c3 = b1b2. (4.24)

Tudi v tem primeru velja relacija

|c0|2 + |c1|2 + |c2|2 + |c3|2 = 1. (4.25)

V primeru, da imamo oprava s sistemom, ki ga tvori n qubitov, njihovo super-
pozicionirano stanje zapi²emo z izrazom

|q〉 =
2n−1∑
i=0

ci |bi,n−1bi,n−2...bi,0〉 . (4.26)

4.5 Ve£vhodne kvantne logi£ne operacije

Tudi v primeru logi£nih operacij na ve£ qubitih, ki jih izvajajo ve£vhodne kvan-
tne logi£ne funkcije, morajo biti funkcijske matrike unitarne. V nadaljnjih raz-
delkih si bomo ogledali primere ve£vhodnih kvantnih logi£nih funkcij Controlled
NOT, Swaping gatein Controlled U gate.

4.5.1 Controlled NOT funkcija

Controlled NOT funkcija je dvovhodna in sicer vanjo vstopata qubita q1 in q2.
Prvi qubit predstavlja kontrolni qubit (angl. control qubit), drugi pa ciljni qubit
(angl. target qubit). V primeru, da je prvi qubit v osnovnem stanju |0〉, se stanje
drugega qubita ne spremeni, £e pa je prvi qubit v osnovnem stanju |1〉, se drugi
qubit negira. V tem primeru na vhodna qubita gledamo kot na kvantni sistem,

2Ve£ informacij o tenzorskem produktu bralec najde v matemati£nih priro£nikih [37], [38]
ali na spletu (https://sl.wikipedia.org/wiki/Tenzorski_produkt).
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tako da njuni stanji zdruºimo v enoten zapis kvantnega stanja |q1q2〉. Prehode
iz osnovnih stanj para qubitov zapi²emo z izrazom

|00〉 → |00〉 ,

|01〉 → |01〉 ,

|10〉 → |11〉 ,

|11〉 → |10〉 . (4.27)

Controlled NOT funkcijo lahko zapi²emo tudi na osnovi XOR logi£ne operacije ali
se²tevanja po modulu dva, ki jo zapisujemo s simbolom ⊕. Tako lahko zapi²emo
izraz

|A,B〉 → |A,A XOR B〉 , (4.28)

pri £emer A predstavlja logi£no spremenljivko, katere vrednost ponazarja sta-
nje qubita |q1〉 in B logi£no spremenljivko, katere vrednost ponazarja stanje
qubita |q2〉. Unitarno matriko, ki predstavlja Controlled NOT funkcijo zapi²emo
z izrazom

UCNOT =


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 1
0 0 1 0

 , (4.29)

samo Controlled NOT logi£no operacijo nad dvema qubitoma v osnovnih stanjih
pa z izrazom

UCNOT ∗ (|q1〉 ⊗ |q2〉) =


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 1
0 0 1 0

 ∗


0 0
0 1
1 0
1 1

 =


0 0
0 1
1 1
1 0

 . (4.30)

Na sliki 4.3 je predstavljen gra�£en prikaz logi£nega vezja Controlled NOT funk-
cije, ki smo ga predhodno ºe spoznali v poglavju o reverzibilnosti logi£nih funk-
cij. Velja, da kakr²nokoli logi£no operacijo nad ve£ qubiti lahko realiziramo z

Slika 4.3: Gra�£na ponazoritev logi£nega vezja Controlled NOT funkcije.

Controlled NOT funkcijami in operacijami nad enim qubitom. Omenjeni nabor
predstavlja poln funkcijski nabor v svetu qubitnih logi£nih operacij.
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4.5.2 Swaping gate funkcija

Swaping gate funkcija zamenja stanji dveh qubitov (angl. swaping the states).
V izrazu (4.31) je prikazan razvoj funkcije.

|A,B〉 → |A,A XOR B〉

→ |A XOR (A XOR B), A XOR B〉 = |B,A XOR B〉 ,

→ |B, (A XOR B) XOR B〉 = |B,A〉 . (4.31)

Na sliki 4.4 je predstavljen gra�£en prikaz logi£nega vezja Swaping gate funkcije.

A B

B A

A B

B A

x

x

Slika 4.4: Gra�£na ponazoritev logi£nega vezja Swaping gate funkcije (levo) in
njen kraj²i gra�£ni zapis (desno).

4.5.3 Controlled U-gate funkcija

Controlled U-gate funkcija predstavlja posplo²itev Controlled NOT funkcije. Vhod
funkcije vsebuje en kontrolni qubit in n ciljnih qubitov. V primeru, da je kon-
trolni qubit v osnovnem stanju |0〉, se ciljni qubiti ne transformirajo, v primeru
pa da je kontrolni qubit v osnovnem stanju |1〉, se izvede nad ciljnimi qubiti po-
ljubno kvantno logi£no operacijo podano z unitarno matriko U . Iz opisa lahko
pridemo do sklepa, da je Controlled NOT funkcija le poseben primer Controlled
U-gate funkcije. Gra�£na predstavitev logi£nega vezja Controlled U-gate funkcije
je podana na sliki 4.5.

Slika 4.5: Gra�£na ponazoritev logi£nega vezja Controlled U-gate funkcije.

4.6 Invazivnost branja qubita

V kvantnih sistemih so praviloma vsa branja ali meritve superpozicioniranih
stanj qubitov invazivna [39], [29]. Slednje pomeni, da meritev transformira
superpozicionirano stanja qubita bodisi v osnovno stanje |0〉, bodisi v osnovno
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stanje |1〉, vsa dodatna informacijska vsebina o superpozicioniranosti pa se ob
meritvi izgubi.

Za potrebe ponazarjanja kvantnih vezij vpeljemo posebno operacijo meritve
M , ki je gra�£no ponazorjena na sliki 4.6. Predpostavljamo, da nam meritevM
za opazovano superpozicionirano stanje qubita |q〉 = a |0〉+ b |1〉 vrne vrednosti
|a|2 in |b|2, pri £emer |a|2 predstavlja verjetnost nahajanja v osnovnem stanju |0〉,
|b|2 pa verjetnost nahajanja v osnovnem stanju |1〉. Po izvedeni meritvi stanje
|q〉 ni ve£ superpozicionirano, temve£ zasede eno od obeh moºnih osnovnih stanj.
O njem so podane le verjetnosti nahajanja v osnovnih stanj |0〉 in |1〉 in na ta
na£in so amplitude superpozicioniranega stanja z izvedbo meritve za nadaljnje
procesiranje nad sistemom kvantnega stanja izgubljene. Eventuelne ponovne
meritve tako ne bodo ve£ vrnile verjetnosti |a|2 in |b|2.

M

Slika 4.6: Gra�£na ponazoritev operacije meritve M , v katero z leve strani
vstopa superpozicionirani qubit, na desni pa dobimo eno od obeh stabilnih stanj
in verjetnosti osnovnih stanj qubita.

Ker je proces meritve ireverzibilen, bi moralo kvantno procesiranje potekati
brez prisotnosti meritev (branj qubitov), ali pa bi meritve morali uporabljati
samo za proces branja izhodnih vrednosti, pri katerem pri£akujemo kot izhod
samo eno od dveh moºnih osnovnih stanj. Seveda moramo v tem primeru z
vidika izbire kvantnih logi£nih funkcij zagotoviti, da na izhodu dobimo samo
eno od dveh osnovnih moºnih stanj, ne pa superpozicioniranih, £e le ta nosijo
neko �dodano informacijsko vrednost�.

Zaradi invazivnosti branja se vsebine superpozicioniranega qubita ne da ko-
pirati (angl. no cloning theorem). Slednje dejstvo poleg slabosti prina²a tudi
prednosti, saj se nam s tem ponujajo nove moºnosti uporabe kvantnih postop-
kov na razli£nih aplikacijskih podro£jih (npr. na podro£ju varnega prenosa
podatkov).

4.7 Kvantna vezja

Kvantna vezja (angl. quantum circuit) so sestavljena iz kvantih vodil (angl.
quantum wires) in kvantnih logi£nih vrat (angl. quantum logic gates), ki te-
meljijo na kvantnih logi£nih funkcijah ali operacijah (angl. quantum logical
functions, quantum logical operations). Pod pojmom kvantnega vodila nimamo
primarno v mislih nekega �zi£nega prenosnega medija, temve£ nek virtualni ka-
nal z njemu pripadajo£o £asovno latenco prenosa kvantnega stanja [29]. Nekaj
primerov kvantnih vezij smo v gra�£nem smislu ºe predstavili na slikah 4.3, 4.4
in 4.5.

Osnovna pravila za sestavljanje kvantnih vezij so slede£a:
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In Out
|00〉 |00〉+|11〉√

2
= |β00〉

|01〉 |01〉+|10〉√
2

= |β01〉
|10〉 |00〉−|11〉√

2
= |β10〉

|11〉 |01〉−|10〉√
2

= |β11〉

Tabela 4.1: Pravilnostna tabela preslikave osnovnih stanj za pridobivanje Bel-
lovih stanj.

� kvantna vezja z razliko od klasi£nih vezij ne smejo vsebovati povratnih
povezav (angl. feedback) in zank (angl. loop); slednje pomeni, da morajo
biti kvantna vezja acikli£na;

� v klasi£nih vezjih lahko vodila zdruºujemo (angl. fanin), kar nam omogo£a
izvajanje OR logi£ne operacije na bitnem nivoju; ker je slednja operacija z
logi£nega vidika nereverzibilna, je zdruºevanje vodil v kvantnih vezjih po
dogovoru prepovedano;

� v klasi£nih vezjih uporabljamo tudi operacijo multipliciranja nosilcev si-
gnalov (angl. fanout), s £imer dobimo ve£ kopij logi£ne vrednosti spre-
menljivke; tudi tovrstno mnoºenje vrednosti logi£nih spremenljivk je v
kvantnih vezjih z samimi kvantnimi vodili prepovedano, nenazadnje zaradi
invazivnosti procesa meritve, ki bi bil hipoteti£no sestavni del kopiranja
superpozicioniranega stanja;

4.8 Bellova stanja in kvantna teleportacija

Poseben pomen v domeni kvantnega procesiranja imajo tako imenovana Bellova
stanja (angl. Bell states). Do njih pridemo na osnovi kvantnega logi£nega vezja
prikazanega na sliki 4.7, iz katere je razvidno, da v kvantno vezje vstopata
qubita |x〉 in |y〉, samo vezje pa vsebuje eno Hadamardovo operacijo in eno
Controlled NOT operacijo. V primeru, da v vezje vstopata qubita v osnovnih

|x>

|y>

H

|b
xy
>

Slika 4.7: Shema logi£nega vezja za tvorbo Bellovih stanj.

stanjih, kvantno vezje formira preslikave predstavljene v tabeli 4.1. Za primer
izra£unajmo odziv kvantnega vezja pri vstopajo£ih osnovnih stanjih |x〉 = |0〉 in
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|y〉 = |0〉, ki ga predstavlja prva vrstica tabele 4.1. Izra£un je povzet v izrazih

UH |0〉 =
1√
2

[
1 1
1 −1

] [
1
0

]
=

[
1√
2
1√
2

]
=

1√
2
(|0〉+ |1〉), (4.32)

UCNOT (

[
1√
2
1√
2

]
⊗
[

1
0

]
) =


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 1
0 0 1 0




1/
√
2

0

1/
√
2

0

 =

=


1/
√
2

0
0

1/
√
2

 = |β00〉 . (4.33)

Bellova stanja imenujemo tudi za EPR stanja ali EPR pare. V splo²nem
lahko posamezni EPR par zapi²emo z izrazom

βxy ≡ |0, y〉+ (−1)x |1, y〉√
2

. (4.34)

Klju£ni pomen Bellovih stanj je v omogo£anju kvantne teleportacije3. Na
tem mestu za razjasnitev pojma kvantne teleportacije povzemimo referen£ni
zgled prenosa qubita med Alice in Bobom. Predpostavimo, da Alice in Bob
ºivita lo£eno na to£kah A in B. Ob zadnjem sre£anju sta zgenerirala EPR par
in vsak od njiju je iz EPR para vzel en qubit. Referen£ni zgled odgovarja na
vpra²anje, kako naj Alice dostavi Bobu nek nov qubit |ψ〉 (|ψ〉 = α |0〉+ β |1〉),
pri £emer Alice njegovega stanja ne pozna in Bobu lahko po²lje le klasi£ne
nesuperpozicionirane podatke. Alice stanja qubita |ψ〉 zaradi invazivnosti branja
ne sme prebrati, saj bo s tem superpozicija qubita izgubljena. Zgled je povzet
po viru [29], najdemo pa ga v ve£ini virov o kvantnem procesiranju.

Osnovna ideja re²itve je slede£a. Alice mora svoj novi qubit |ψ〉 interaktirati
s svojim delom EPR para (qubitom) in v nadaljevanju opraviti meritev obeh
qubitov. Z meritvijo bo par qubitov pre²el v eno od ²tirih moºnih osnovnih
stanj |00〉, |01〉, |10〉, |11〉. V nadaljevanju mora Alice Bobu po klasi£nem ka-
nalu poslati rezultate meritev Bobu. Bob rezultate meritev interaktira s svojo
polovico EPR para (qubitom) in tako pride do stanja qubita |ψ〉. Na ta na£in
je Bob od Alice prejel kvantni qubit |ψ〉, pri £emer se slednji ni prena²al med
to£kama A in B. Med njima so se prena²ali zgolj klasi£ni - nesuperpozicionirani
podatki.

Kvantno vezje za izvedbo kvantne teleportacije je predstavljeno na sliki 4.8.
V kvantno vezje vstopa qubit |ψ〉 ter vezana qubita |β00〉, pri £emer prvi vezani
qubit poseduje Alice, drugega pa Bob. Tako prvi dve liniji v vezju smatramo
kot Alicin del tretmaja qubita |ψ〉 (odpo²iljanje qubita), tretjo linijo v vezju

3Teleportacija - Hipoteti£ni transfer snovi ali energije med dvema to£kama v prostoru brez
pre£kanja tega prostora (Vir: Wikipedia).



POGLAVJE 4. KVANTNO PROCESIRANJE 45

|y> H

|b00>

M
1

M
2

X Z |y>

|y0>

|y1>

|y2> |y3>

Slika 4.8: Shema logi£nega vezja za teleportacijo qubita na osnovi posedovanja
Bellovega stanja. Dvojne povezave med bloki predstavljajo medij za prenos
klasi£nih bitov.

pa kot Bobov del tretmaja qubita |ψ〉 (sprejemanje qubita). Izvedbe kvantnih
operacij v vezju zapi²emo z izrazi

|ψ0〉 = |ψ〉 |β00〉 =
1√
2
[α |0〉 (|00〉+ |11〉) + β |1〉 (|00〉+ |11〉)] , (4.35)

|ψ1〉 =
1√
2
[α |0〉 (|00〉+ |11〉) + β |1〉 (|10〉+ |01〉)] , (4.36)

|ψ2〉 =
1

2
[α(|0〉+ |1〉)(|00〉+ |11〉) + β(|0〉 − |1〉)(|10〉+ |01〉)] =

=
1

2
[|00〉 (α |0〉+ β |1〉) + |01〉 (α |1〉+ β |0〉) + |10〉 (α |0〉 − β |1〉) + |11〉 (α |1〉 − β |0〉)] ;

(4.37)
Na osnovi vezanega kvantnega stanja ψ2 Alice izvede meritev v blokih M1

in M2. Osnovna stanja, v katera lahko preideta vezana qubita, so po vrsti |00〉,
|01〉, |10〉 in |11〉. Alice v nadaljevanju Bobu po²lje osnovno stanje (eno od
kombinacij |00〉, |01〉, |10〉 in |11〉), Bobove moºne naloge (glej tretjo linijo v
vezju) glede na prejeto osnovno stanje pa so slede£e:

� Bob prejme osnovno stanje |00〉: Bobu ni potrebno storiti ni£esar, saj se
na tretji liniji pojavi prvi £len izraza (4.37) z desne, ki ºe vsebuje qubit
|ψ〉 (ψ = α |0〉+ β |1〉);

� Bob prejme osnovno stanje |01〉: ker se na tretji liniji pojavi drugi £len
izraza (4.37) z desne (ψ3 = α |1〉+β |0〉), mora Bob stanje qubita popraviti
z operacijo X (negacijo);

� Bob prejme osnovno stanje |10〉: ker se na tretji liniji pojavi tretji £len
izraza (4.37) z desne (ψ3 = α |0〉−β |1〉), mora Bob stanje qubita popraviti
z operacijo Z (faznim zamikom in spremembo predznaka);
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� Bob prejme osnovno stanje |11〉: ker se na tretji liniji pojavi £etrti £len
izraza (4.37) z desne (ψ3 = α |1〉−β |0〉), mora Bob stanje qubita popraviti
najprej z izvedbo operacije Z in v nadaljevanju ²e z izvedbo operacije X;

Po izvedbi svojih nalog Bob pride do pravilnega stanja |ψ〉 = α |0〉 + β |1〉, ki
mu ga je ºelela posredovati Alice.

Na sliki 4.8 sta uporabljeni dve dvojni povezavi, po katerih se preneseta
osnovni stanji na pozicijo Boba. Vsako od osnovnih stanj se prenese kot klasi£ni
bit po klasi£nem vodilu, kar pomeni, da je kvantna teleportacija s hitrostnega
vidika izvedbe omejenena - se ne more izvesti hitreje od hitrosti potovanja sve-
tlobe.

4.9 Kvantni algoritem

V pri£ujo£em razdelku de�niramo pojem kvantnega algoritma4.

De�nicija 5 Kvantni algoritem je algoritem, ki s svojimi ukazi kakorkoli
izkori²£a moºnosti superpozicije v kvantnih ra£unalni²kih strukturah. Z ope-
racijskega vidika tak²en algoritem vr²i modi�kacijo ali mnoºenje unitarne
matrike z vsebino kvantnega registra.

Del razvoja na podro£ju kvantnega ra£unalni²tva je ²el v preteklosti v smeri
postavljanja modelov in simulatorjev ºe obstoje£ih klasi£nih ra£unalni²kih siste-
mov. V ta namen je bila v tovrstnih re²itvah mnogokrat uporabljena To�olijeva
funkcija, implementirana v obliki To�olijevih kvantnih logi£nih vrat. Upora-
bljana je bila predvsem zaradi tega, ker v dvovrednostnem svetu klasi£ne logike
samostojno predstavlja poln nabor logi£nih funkcij.

To�olijevo funkcijo ºe poznamo iz poglavja o reverzibilnosti logi£nih funkcij
in jo bomo zlahka prevedli v jezik kvantnega ra£unalni²tva. Gre za reverzibilno
logi£no funkcijo s tremi vhodi in tremi izhodi, pri £emer se na izhodni strani
ohranjajo logi£ne vrednosti iz istoleºe£ih vhodov, kar pa ne velja v primeru, ko
sta prvi dve vhodni vrednosti |1〉. V tem primeru pride do negacije tretjega
qubita. Tako bi lahko zapisali slede£a izraza

|000〉 → |000〉 , |001〉 → |001〉 , |010〉 → |010〉 , |011〉 → |011〉 , (4.38)

|100〉 → |100〉 , |101〉 → |101〉 , |110〉 → |111〉 , |111〉 → |110〉 . (4.39)

Gra�£na predstavitev logi£nega vezja To�oli funkcije je podana na sliki 4.9.
Ker To�olijeva funkcija predstavlja poln funkcijski nabor v domeni dvo-

vrednostne logike v nadaljevanju prikaºemo, kako lahko z To�olijevo funkcijo
realiziramo NAND (slika 4.10) in FanOut (slika 4.11) funkcijo.

4Algoritem je postopek, ki enoli£no de�nira izvedbo nekega opravila v obliki zaporedja
ukazov. Algoritem mora biti nedvoumen in kon£en.
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Slika 4.9: Gra�£na ponazoritev logi£nega vezja To�oli funkcije.

Slika 4.10: Gra�£na ponazoritev logi£nega vezja NAND funkcije.

Jedro raziskav na podro£ju kvantnih algoritmov trenutno poteka na podro-
£ju iskanja kvantnih algoritmov kot alternativ za algoritme, ki so danes z vidika
izvedbe £asovno prepotratni. Na tem mestu imamo v mislih raziskave o moºno-
stih izkori²£anja kvantnega paralelizma. V nadaljevanju si kot primer slednjega
ogledamo zgled Deutschevega kvantnega algoritma.

4.10 Deutschev algoritem

Predpostavimo, da imamo opravka z enovhodno logi£no funkcijo f(x)

f : {0, 1} → {0, 1} (4.40)

in si zastavimo vpra²anje, ali funkcija ne glede na vrednosti vhodne spremen-
ljivke na izhodu poraja konstanten odziv (funkcija je konstanta, angl. constant),
ali pa sta izhoda ob razli£nih vrednostih vhodne spremenljivke razli£na (funkcija
je uravnoteºena, angl. balanced). Slednje lahko formalno zapi²emo z izrazom

f(0) = f(1)⇒ f(x) je konstanta,

f(0) 6= f(1)⇒ f(x) je uravnoteºena. (4.41)

Slika 4.11: Gra�£na ponazoritev logi£nega vezja FanOut funkcije.
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x f(x1) f(x2) f(x3) f(x4)
0 0 0 1 1
1 0 1 0 1

Tabela 4.2: Pravilnostna tabela delovanja vseh moºnih enovhodnih logi£nih
funkcij.

Delovanje vseh moºnih enovhodnih logi£nih funkcij predstavlja pravilnostna
tabela 4.2. Iz nje je razvidno, da sta funkciji f(x1) in f(x4) konstanti, funkciji
f(x2) in f(x3) pa glede na razli£ne vhodne vrednosti spremenljivi in zaradi tega
uravnoteºeni.

Na tem mestu predpostavimo, da imamo opravka s sistemom, ki nam ob
podani enovhodni funkciji f(x) zna odgovoriti na vpra²anje, ali je opazovana
funkcija konstanta, ali pa je uravnoteºena. Shema tovrstnega sistema je pred-
stavljena na sliki 4.12. Klasi£ni ra£unalni²ki sistem bi odgovor formiral po sle-

Sistemf(x) Odgovor

Slika 4.12: Shema sistema, ki nam odgovori na vpra²anje, ali je f(x) uravnote-
ºena, ali konstanta.

de£em postopku. Najprej bi izra£unal odziv opazovane funkcije f(x) pri x = 0,
v nadaljevanju odziv pri x = 1, na koncu pa bi oba funkcijska izhoda primerjal
in glede na izid primerjave po izrazu (4.41) formiral odgovor. David Deutsch
l.1992 predstavi kvantno re²itev omenjenega problema, v kateri se izogne za-
poredju evaluacij funkcije f(x) in ju izvede paralelno [40]. Omenjeno re²itev
imenujemo za Deutschev algoritem, ki ga opi²emo v nadaljevanju.

Deutsch svoj algoritem5 predstavi v obliki kvantnega vezja, ki je prikazano
na sliki 4.13. Pri tem blok H predstavlja Hadamardovo funkcijo, blok pa M

|0>

|1>

|y
1
>

H

H

U
F

H M

|y
2
> |y

3
> |y

4
>

Slika 4.13: Shema sistem, ki nam odgovori na vpra²anje, ali je f(x) uravnote-
ºena, ali konstanta.

pa meritev. Blok UF predstavlja dvovhodno kvantno operacijo, ki prvi qubit

5Opis Deutschevega algoritma je deloma povzet po spletni strani
http://dkopczyk.quantee.co.uk/deutschs-algorithm/ (avtor: Dawid Kopczyk).
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preslika na izhod (|x〉 → |x〉), drugi qubit pa transformira v izhod |y ⊕ f(x)〉
(|y〉 → |y ⊕ f(x)〉), kar je predstavljeno na sliki 4.14, sama funkcija UF pa je

|x>

|y>

UF

|x>

|y x+f( )>

Slika 4.14: Shema bloka UF .

opisana z matriko po izrazu

UF =


0 1 0 0
1 0 0 0
0 0 0 1
0 0 1 0

 . (4.42)

V kvantno vezje, ki implementira Deutschev algoritem paralelno vstopata
qubita |0〉 in |1〉. Povezana qubita predstavlja qubitni par, katerih spreminjajo£e
stanje skozi vezje ponazarjamo z zaporedjem sestavljenih stanj ψ1, ψ2, ψ3 in
ψ4. Na osnovi slike 4.13 lahko zaporedje izvedenih operacij formalno zapi²emo
z izrazom

(H ⊗ I)UF (H ⊗H) |01〉 , (4.43)

pri £emer znak ⊗ predstavlja tenzorski produkt, I pa enotsko matriko. Samo
procesiranje lahko zapi²emo z naslednjimi koraki:

� stanje |ψ1〉: kvatno stanje dveh qubitov pred vstopom v prvi segment
procesiranja lahko zapi²emo z izrazom

|ψ1〉 = |01〉 ; (4.44)

� izra£un stanja |ψ2〉: tenzorski produkt dveh matrik dimenzije 2 × 2 se
izra£una po izrazu

[
a11 a12
a21 a22

]
⊗
[
b11 b12
b21 b22

]
=


a11

[
b11 b12
b21 b22

]
a12

[
b11 b12
b21 b22

]

a21

[
b11 b12
b21 b22

]
a22

[
b11 b12
b21 b22

]
 =

=


a11b11 a11b12 a12b11 a12b12
a11b21 a11b22 a12b21 a12b22
a21b11 a21b12 a22b11 a22b12
a21b21 a21b22 a22b21 a22b22

 , (4.45)
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tenzorski produkt dveh vektorjev pa po izrazu

[
a
b

] [
c
d

]
=


ac
ad
bc
bd

 ; (4.46)

odtod lahko izra£unamo |ψ2〉 po izrazih

|ψ2〉 = (H ⊗H) |01〉 = (4.47)

=
1

2

[
1 1
1 −1

]
⊗
[

1 1
1 −1

]([
1
0

]
⊗
[

0
1

])
= (4.48)

=
1

2


1 1 1 1
1 −1 1 −1
1 1 −1 −1
1 −1 −1 1




0
1
0
0

 =
1

2


1
−1
1
−1

 = (4.49)

=
|00〉 − |01〉+ |10〉 − |11〉

2
=

(
|0〉+ |1〉√

2

)(
|0〉 − |1〉√

2

)
; (4.50)

s tem postaneta tako prvi, kot tudi drugi qubit superpozicionirana;

� izra£un stanja |ψ3〉: izvedemo ga na osnovi izraza

|ψ3〉 = UF |ψ2〉 ; (4.51)

zaradi preglednosti zapisa za£asno predpostavimo, da prvi qubit ni super-
pozicioniran (predpostavimo da je ta qubit v stanju |x〉); tako delovanje
operacije UF zapi²emo z izrazom

|ψ3〉 = |x〉
(
|0〉 − |1〉√

2
⊕ f(x)

)
= |x〉

(
|0⊕ f(x)〉 − |1⊕ f(x)〉√

2

)
; (4.52)

upo²tevajo£ dve moºni vrednosti funkcije f(x) pridemo do izraza

|ψ3〉 =

{
|x〉 |0⊕0〉−|1⊕0〉√

2
= |x〉 |0〉−|1〉√

2
, if f(x) = 0

|x〉 |0⊕1〉−|1⊕1〉√
2

= |x〉 |1〉−|0〉√
2
, if f(x) = 1

, (4.53)

ki ga lahko enovrsti£no zapi²emo z izrazom

|ψ3〉 = (−1)f(x) |x〉 |0〉 − |1〉√
2

; (4.54)

£e sedaj vstavimo v predhodni izraz ²e superpozicionirani prvi qubit iz
stanja |ψ2〉 za katerega vemo, da ga UF enostavno preslikuje na izhod,
pridemo do izraza

|ψ3〉 = (−1)f(x)
(
|0〉+ |1〉√

2

)(
|0〉 − |1〉√

2

)
=



POGLAVJE 4. KVANTNO PROCESIRANJE 51

=

(
(−1)f(0) |0〉+ (−1)f(1) |1〉√

2

)(
|0〉 − |1〉√

2

)
; (4.55)

glede na to, da je f(x) lahko konstanta ali uravnoteºena, predhodni izraz
splo²neje zapi²emo z izrazom

|ψ3〉 =

(±1)
(
|0〉+|1〉√

2

)(
|0〉−|1〉√

2

)
, if f(x) je konstanta;

(±1)
(
|0〉−|1〉√

2

)(
|0〉−|1〉√

2

)
, if f(x) je uravnoteºena;

(4.56)

� izra£un stanja |ψ4〉: izvedemo ga na osnovi izraza

|ψ4〉 = (H ⊗ I) |ψ3〉 , (4.57)

ki predstavlja izvedbo Hadamardove operacije nad prvim qubitom; rezul-
tat omenjene operacije zapi²emo z izrazom

|ψ4〉 =

(±1)|0〉
(
|0〉−|1〉√

2

)
, if f(x) je konstanta;

(±1)|1〉
(
|0〉−|1〉√

2

)
, if f(x) je uravnoteºena;

(4.58)

� na zadnjem koraku algoritma izvedemo ²e meritev prvega qubita; v pri-
meru, da nam meritev vrne osnovno stanje 0 je funkcija konstanta, v
primeru pa da nam meritev vrne stanje 1 je funkcija uravnoteºena;

4.11 Delovanje in prednosti kvantnega ra£unal-
nika

Kvantni ra£unalniki naj bi delovali po principu pripravi- razvij - izmeri. Slednje
termine si po vrsti razlagamo na slede£e na£ine:

� pripravi : postavitev kvantnega registra v za£etno stanje (vsi qubiti regi-
stra se postavijo v ustrezna stanja |qi〉);

� razvij : izvaja se zaporedje operacij, ki spremeni za£etno stanje registra v
nova potencialna superpozicionirana stanja, kar predstavlja sprejemljive
re²itve;

� izmeri : vrne vrednost izhodnega stanja, ki pa naj ne bi bilo superpozici-
onirano;

Glede na moºno nahajanje qubita v obeh stanjih se izredno pove£a njegova
�informacijska mo£�. Na ta na£in z njim lahko re²ujemo dosti kompleksnej²e
algoritme, kot smo jih vajeni re²evati z dana²njimi ra£unalniki. Tipi£ni zgledi
podro£ij, kjer pri£akujemo izrazito pospe²itev re²evanja problemov na osnovi
kvantnih vezij in kvantnih algoritmov, so slede£i:
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� hitro iskanje podatkov (Grover l.1996 predstavi kvantni algoritem, ki glede
na ²tevilo podatkov n kompleksnost iskanja z vidika £asovne potratnosti
iz O(n2 ) zniºa na O(

√
n));

� hitri enkripcijski postopki;

� hitra faktorizacija velikih ²tevil (Shorov kvantni algoritem iz l.1994, ki

£asovno kompleksnost zniºa iz £asovne kompleksnosti O(eL
1
3 ) na O

(
L2
)
,

pri £emer L predstavlja ²tevilo digitov);

� generiranje naklju£nih ²tevil,

� kvantna teleportacija itd.;

4.12 Kvantni programski jeziki in simulacijska orodja

Kvantni programski jeziki so se razvili kot raz²irjave ºe obstoje£ih programskih
jezikov, ki vsebujejo visoko nivojske programske ukaze vezane na izvajanje kvan-
tnih operacij. V dveh izpisih kode v nadaljevanju, zapisani v jeziku QCL, ki
predstavlja raz²irjavo programskega jezika C, najdemo primer deklaracije kvan-
tnega registra in Hadamardove funkcije, ter de�nicijo kompleksnej²e funkcije
di�use(qureg q).

1 qureg x1 [ 2 ] ; // 2=qubit quantum r e g i s t e r x1
2 qureg x2 [ 2 ] ; // 2=qubit quantum r e g i s t e r x2
3 H(x1 ) ; // Hadamard opera t ion on x1
4 H(x2 [ 1 ] ) ; // Hadamard opera t i on on the f i r s t qubit o f the r e g i s t e r

x2

Listing 4.1: Primer deklaracije dveh qubitnih registrov in Hadamardove funkcije
(vir: Wikipedia).

1 operator d i f f u s e ( qureg q ) {
2 H(q ) ; // Hadamard Transform
3 Not (q ) ; // Inve r t q
4 CPhase ( pi , q ) ; // Rotate i f q=1111. .
5 ! Not (q ) ; // undo i nv e r s i o n
6 !H(q ) ; // undo Hadamard Transform
7 }

Listing 4.2: Primer de�nicije kompleksnej²e funkcije di�use(qureg q) (vir:
Wikipedia).

Najbolj znani primeri jezikov so QCL, LanQ, QPL in QML. Sicer starej²i,
a temeljit pregled podro£ja kvantnih programskih jezikov najdemo na spletni
strani navedeni v viru [41].

Za postavitve in simulacije delovanja struktur kvantnih ra£unalnikov je na
razpolago kar nekaj programskih orodij. Nekatera od njih temeljijo na splo²no
uveljavljenih jezikih in okoljih, kot so C/C++, Java, Mathematica, MATLAB,
Python, Haskell itd., nekatera od njih pa so samostojna in obi£ajno opremljena
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z gra�£nim urejevalnim vmesnikom za enostavnej²e postavljanje struktur. Naj-
bolj raz²irjeni so QCAD [42], C++ Quantum Library in jQuantum. Povezavo
na spletno stran z razvrstitvijo orodij najdemo v viru [43]. Primer delovnega
podro£ja orodja QCAD, iz katerega je razvidna metodologije gradnje strukture,
je prikazan na sliki 4.15.

Slika 4.15: Predstavitev metodologije gradnje kvantne procesne strukture.

4.13 Realizacije kvantnih ra£unalnikov

Realizacije kvantih ra£unalnikov so zaradi teºavnosti tehnolo²ke izvedbe danes
prakti£no ²ele na samem za£etku razvoja. V nadaljevanju na²tejemo nekaj naj-
bolj znanih za£etnih izvedb kvantnih ra£unalnikov:

� druºina kvantnih ra£unalnikov kanadskega proizvajalca D-Wave Systems
Inc.6: ena od prvih komercialnih izvedenk kvantnih ra£unalnikov je bila
druºina ra£unalnikov proizvajalca D-Wave Systems Inc., ki so perfor-
man£no v letu 2008 temeljile na 64.000 paralelnih operacijah in 28 qubi-
tnem registru, samo procesiranje pa je potekalo v teko£em heliju pri iz-
redno nizkih temperaturah; leta 2010 proizvajalec na trºi²£e postavi prvo
komercialno izvedenko kvantnega ra£unalnika D-Wave One, leta 2013 pa je
bila na trºi²£u naprodaj 512 qubitna realizacija ra£unalnika; proizvajalec
izpostavlja, da je D-Wave eksplicitno namenjen predvsem re²evanju pro-
blemov, ki zahtevajo masovni paralelizem izvajanja operacij nad podatki;
v tem smislu izpostavlja hitro re²evanje problemov s podro£ja bioinfor-
matike, razporejanja resursov, �nan£nih analiz, optimizacije, strojnega

6Ve£ podatkov o proizvajalcu D-Wave Systems najdemo na spletni strani
http://www.dwavesys.com/, zgled programiranja kvantnega ra£unalnika pa na spletni
strani https://www.dwavesys.com/software.
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u£enja itd.; zadnja izvedenka (l.2019) nosi ime DWave2000Q; procesi-
ranje se v njej izvaja blizu absolutne temperaturne ni£le (blizu -273°C)
ob umetno zmanj²anem tlaku in vzpostavljenih pogojih, v katerih prak-
ti£no ni prisotnega ²uma; DWave2000Q sestavlja pribliºno 2.000 qubitov,
katerih vloga v osnovni kon�guraciji sistema ni jasno opisana; v vsakem
primeru to vsekakor ni ²tevilo vhodnih linij ali dolºina registra qubitov,
nad katerim se izvajajo hipoteti£ne operacije;

� kvantni program korporacije Google: oktobra l.20197 je Google objavil,
da je s svojim 54 qubitnim kvantnim ra£unalnikom SYCAMORE uspel
nekatere speci�£ne algoritme izvesti v rekordnih £asih;

� kvantni program korporacije IBM: omenjena korporacija trenutno omo-
go£a kvantnim programerjem brezpla£en dostop do svojega 16 qubitnega
sistema IBM QX5; z odprtostjo dostopa do platforme se v okviru nje-
nega kvantnega programa zbirajo kvantni algoritmi in njihovim proble-
mom usmerjen nadaljnji razvoj kvantnega ra£unalnika;

� poleg omenjenih korproracij danes v tak²ni ali druga£ni obliki posedu-
jejo kvantne ra£unalnike tudi korporacije kot so Microsoft, Intel, Toshiba,
NTT, HoneyWell, Alibaba, Rigetti, Airbus in Lockhead Martin;

Po mnenju avtorja pri£ujo£ega dela za vse izvedenke omenjenih proizvajalcev
velja, da so ozko problemsko usmerjene, tako da je njihovo programiranje izredno
zapleteno in v veliki meri odvisno od ciljne platforme. Klju£ni problemi trga
kvantnih ra£unalnikov so danes slede£i:

� ni javno dostopnih podatkov o arhitekturah kvantnih ra£unalnikov;

� ni enotnih metrik, na osnovi katerih bi lahko kvantne ra£unalnike primer-
jali med seboj; ena od moºnih metrik je ²tevilo qubitov, ki pa je danes
v lu£i nejasnih arhitektur popolnoma nezanesljiva z vidika zmogljivostne
ocene opazovanega kvantnega ra£unalnika;

� proste prodaje kvantnih ra£unalnikov trenutno ni, vsi ra£unalniki pa so
namensko razviti za razli£ne korporacije;

Pozitivne plati kvantnega ra£unalni²tva so trenutno v njegovi odprtosti preko
mnoºice organiziranih neinstitucionalnih kvantnih iniciativ, javno dostopnih
projektov korporacij, ki omogo£ajo odprti dostop do platform (npr. projekti
IBM-a, Microsoft-a itd.) ter mnoºice brezpla£nih razvojnih okolij, kot so gra-
�£na snovalska orodja, jeziki, prevajalniki itd.

7https://siol.net/digisvet/novice/kaj-google-dela-s-strojem-o-katerem-ta-teden-govorijo-
vsi-510464
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4.14 Zgled prenosa ra£unskega problema na kvan-
tni ra£unalnik

V pri£ujo£em razdelku predstavimo zgled prenosa ra£unskega problema iska-
nja re²itve barvanja zemljevida8 kanadskih provinc na kvantni ra£unalnik D-
Wave. Omenjeni ra£unalnik navedeni problem re²i z izvedbo ene same kvantne
strojne instrukcije (angl. quantum machine instruction - QMI). Zgled in celo-
ten tekst pri£ujo£ega razdelka je povzet po viru [44], ki predstavlja belo knjigo
(angl. white paper) programiranja druºine kvantnih ra£unalnikov proizvajalca
D-Wave. Re²itev problema predstavlja tak²no dodelitev barv posameznim ka-
nadskim provincam, da sosednji9 dve provinci ne bosta pobarvani z isto barvo.
Problem temelji na iskanju neke hipoteti£no obstoje£e optimalne re²itve v ve-
likem prostoru kandidatov za re²itev. Optimalna re²itev je tista, pri kateri je
doseºen minimum glede na neko vnaprej podano kriterijsko funkcijo.

4.14.1 Osnove delovanja druºine D-Wave ra£unalnikov

D-Wave druºina ra£unalnikov nima niti registrov, niti pomnilnika, vsak pri-
padnik druºine ra£unalnikov pa je sestavljen iz n qubitov. Omenjene qubite
ozna£ujemo indeksirano z oznako qi (i = 1, ..., n). Zaradi preglednosti se bomo
v pri£ujo£em razdelku odpovedali braket notaciji |q〉 ozna£evanja stanj qubitov.
Na tem mestu vpeljemo pojme uteºi (angl. weight), povezave (angl. coupler)
in mo£i povezave (angl. strength). Vsakemu qubitu qi priredimo uteº, ki jo
ozna£imo z ai. Pod povezavo imamo v mislih kontrolni mehanizem, ki nadzira
medsebojni vpliv dveh opazovanih qubitov. �e povezava povezuje qubita qi in
qj , mo£ medsebojnega vpliva med tema qubitoma oziroma njuno prepletenost
(angl. entanglement) izrazimo z oznako bij .

Pri programiranju D-Wave ra£unalnika stanj qubitov ne moremo neposre-
dno inicializirati, lahko pa na spreminjanje stanj qubitov posredno vplivamo na
slede£a dva na£ina:

� z dolo£anjem uteºi ai posameznih qubitom;

� z dolo£anjem povezav med pari qubitov in njihovih mo£i bij ;

Uteºi qubitov, povezave med posameznimi pari qubitov ter njihove mo£i, kar
simboli£no zapi²emo z izrazom (a, b; q), sestavljajo posamezno QMI instrukcijo.

Na tem mestu lahko glede na predhodno opisane parametre zapi²emo primer
kriterijske funkcije (angl. objective function) z izrazom

O(a, b; q) =

n∑
i=1

ai ∗ qi +
∑
i,j

bij ∗ qi ∗ qj , (4.59)

pri £emer prva vsota v desnem delu izraza te£e preko vseh qubitov, druga vsota
pa preko vseh povezav med pari qubitov. Iz izraza (4.59) je razvidno, da je

8MCP - angl. map coloring problem.
9Pod sosednostjo dveh provinc imamo v mislih to, da imata skupno mejo.
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vrednost kriterijske funkcije odvisna od stanj qubitov qi, vrednosti njihovih
uteºi ai, ter vrednosti mo£i povezav med posameznimi pari qubitov bi,j (i, j =
1, ..., n).

V nadaljevanju vpeljemo ²e slede£a dva termina:

� vzorec (angl. sample): vzorec predstavlja vrednosti stanj vseh n qubitov;
zapi²emo ga z vektorjem po izrazu

q = [q1, q2, ...qn] , (4.60)

pri £emer je mnoºica vseh vzorcev sestavljena iz vseh moºnih kombinacij
stanj n qubitov oziroma iz vseh moºnih razli£nih vektorjev q;

� distribucija (angl. distribution): distribucija predstavlja mnoºico enako
uteºenih razli£nih vzorcev, pri katerih je doseºen minimum kriterijske
funkcije; pod enako uteºenostjo smatramo enak nabor vrednosti para-
metrov iz druºin a in b, ki je uporabljen nad vsemi vzorci v distribuciji pri
izra£unu kriterijske funkcije O(a, b; q);

Kriterijska funkcija nam tako de�nira distribucijo oziroma populacijo vzor-
cev, pri katerih je doseºen njen minimum.

4.14.2 Prenos MCP problema v kvantno instrukcijo

Prenos MCP problema v kvantno instrukcijo temelji na slede£ih predpostavkah
in pri£akovanjih:

� predpostavimo, da imamo za barvanje zemljevida na razpolago C barv in
da vsaki provinci za ozna£itev njene barve dodelimo C qubitov ali vektor
qubitov dolºine C;

� £e bo neki provinci dodeljena i-ta barva, pri£akujemo v vektorju C qubitov
nahajanje i-tega qubita v osnovnem stanju 1, nahajanje preostalih C − 1
qubitov vektorja pa v osnovnem stanju 0;

Odtod preidemo na obravnavo problema z dvema razpoloºljivima barvama (C=2).

Uporaba dveh qubitov

Ob uporabi dveh barv (C = 2) oziroma vektorja dveh qubitov, pri£akujemo
v vektorju oziroma vzorcu qubitov natanko en qubit v osnovnem stanju 0 in
natanko en qubit v osnovnem stanju 1. Kriterijsko funkcijo iz izraza (4.59) tako
razvijemo v enostavnej²i izraz

O(a, b; q) = a1 ∗ q1 + a2 ∗ q2 + b12 ∗ q1 ∗ q2, (4.61)

zanjo pa lahko zapi²emo tudi pravilnostno tabelo 4.3. Vrednost parametrov a1,
a2 in b12 moramo izbrati tako, da bosta stanji qubitov oziroma vzorca (q1 =
0, q2 = 1) in (q1 = 1, q2 = 0) glede na kriterijsko funkcijo, katere minimum
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q1 q2 O(a, b; q)
0 0 0
0 1 a2
1 0 a1
1 1 a1 + a2 + b12

Tabela 4.3: Pravilnostna tabela preslikave osnovnih stanj dveh qubitov.

i²£emo, izbrana v distribucijo, stanji qubitov oziroma vzorca (q1 = 0, q2 = 0)
in (q1 = 1, q2 = 1) pa ne. Pri iskanju vrednosti parametrov iz druºin a in b se
drºimo slede£ih pravil:

� da v distribucijo ne bi bil vklju£en vzorec oziroma stanje qubitov (q1 =
0, q2 = 0), mora veljati relacija

a1 < 0, a2 < 0, (4.62)

s £imer vzorca (q1 = 0, q2 = 1) in (q1 = 1, q2 = 0) ostajata kandidata za
uvrstitev v distribucijo, vzorec (q1 = 0, q2 = 0) pa v tem primeru ni ve£
moºni £lan distribucije, ker njegova kriterijska funkcija nima minimalne
vrednosti;

� vrednosti parametrov a1 in a2 morata biti enaki, da bi tako vzorec (q1 =
0, q2 = 1), kot tudi vzorec (q1 = 1, q2 = 0) ²e vedno ostajala kandidata za
uvrstitev v distribucijo;

� £e ho£emo iz distribucije eliminirati vzorec (q1 = 1, q2 = 1), moramo po-
staviti pogoj za eliminacijo tega stanja qubitov glede na kriterijsko funk-
cijo; eden od moºnih pogojev je ponazorjen z izrazom

a1 + a2 + b12 = 0, (4.63)

ena od moºnih re²itev navedenega izraza pa leºi v izbiri parametrov

a1 = −1, a2 = −1, b12 = 2; (4.64)

S predstavljenimi pravili smo dolo£ili vrednosti parametrov kriterijske funkcije,
ki nam v distribucijo uvrsti vzorca (q1 = 0, q2 = 1) in (q1 = 1, q2 = 0), ostalih
dveh pa ne. Povedano druga£e nam kriterij doseganja miminuma kriterijske
funkcije v distribucijo uvrsti zgolj vzorca (q1 = 0, q2 = 1) in (q1 = 1, q2 = 0).
Dve barvi (C = 2) sta v ve£ini realnih primerov za re²itev SMCP problema
premalo, a navedeni na£in razmi²ljanja lahko uporabimo tudi pri ve£jem ²tevilu
barv. S primerom uporabe dveh barv smo zgolj sku²ali ponazoriti na£in re²eva-
nja problema, ki preko iskanja ustreznih vrednosti parametrov druºin a in b v
distribucijo uvrsti le vzorce z natanko enim qubitom v osnovnem stanju 1.
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q1 q2 q3 O1(a, b; q) O2(a, b; q)
0 0 0 0 0
0 0 1 a3 a
0 1 0 a2 a
0 1 1 a2 + a3 + b23 2a+b
1 0 0 a1 a
1 0 1 a1 + a3 + b13 2a+b
1 1 0 a1 + a2 + b12 2a+b
1 1 1 a1 + a2 + a3 + b12 + b23 + b13 3a+3b

Tabela 4.4: Pravilnostna tabela preslikave osnovnih stanj treh qubitov.

Uporaba treh qubitov

Ob uporabi treh barv, s £imer posamezni provinci dodelimo barvo z vzorcem
treh qubitov, pri£akujemo v vektorju oziroma vzorcu teh qubitov natanko dva
qubita v osnovnem stanju 0 in natanko en qubit v osnovnem stanju 1. Kriterijsko
funkcijo iz izraza (4.59) lahko razvijemo v enostavnej²i izraz

O1(a, b; q) = a1∗q1+a2∗q2+a3∗q3+b12∗q1∗q2+b23∗q2∗q3+b13∗q1∗q3, (4.65)

zanjo pa lahko zapi²emo tudi pravilnostno tabelo 4.4, pri £emer so funkcijski
izhodi (O1(a, b; q)) navedeni v osrednjem delu tabele. Ob predpostavki, da je
funkcija O1(a, b; q) simetri£na10 pridemo do veljavnosti relacij v izrazih

a1 = a2 = a3, (4.66)

b12 = b23 = b13. (4.67)

Tako lahko kriterijsko funkcijo poenostavimo v izraz

O2(a, b; q) = a ∗ (q1 + q2 + q3) + b ∗ (q1 ∗ q2 + q2 ∗ q3 + q1 ∗ q3). (4.68)

Ob uporabi enakih vrednosti parametrov v okviru druºine a in enakih vrednosti
parametrov v okviru druºine b pridemo do kriterijske funkcije O2(a, b; q), ki je
predstavljena v desnem delu pravilnostne tabele 4.4. Ob vnovi£ni uporabi vre-
dnosti a = −1 in b = 2 zopet dobimo distribucijo vzorcev, ki ustreza zahtevam
optimalnih re²itev.

Zahtevo po simetri£nosti preslikovalne funkcije O(a, b; q) lahko uporabimo
tudi v primerih s ²tevilom barv, ki je ve£je od tri (C > 3) in tudi v teh primerih
lahko uporabimo nabor vrednosti ∀i : ai = −1,∀i, j : bij = 2.

4.14.3 Vgrajevanje logi£nih qubitov v �zi£ne qubite D-

Wave arhitekture

Arhitektura druºine D-Wave ra£unalnikov temelji na medsebojnem povezova-
nju enotskih celic (angl. unit cell). Posamezna enotska celica je sestavljena iz

10Lastnost simetri£nosti prevajalne funkcije zahteva enake istoleºne funkcijske vrednosti ob
vseh moºnih razvrstitvah qubitov v vhodno zaporedje qubitov.
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8 �zi£nih qubitov in 16 medsebojnih �zi£nih povezav med qubiti. Gra�£na po-
nazoritev enotske celice je predstavljena na sliki 4.16, pri £emer se v arhitekturi
vsakega D-Wave ra£unalnika venomer nahaja n enotskih celic razporejenih v
dvodimenzionalnem regularnem prostoru, ki so med seboj poljubno povezane.
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q
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q
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q
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q
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q
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Slika 4.16: Posamezna enotska celica druºine D-Wave ra£unalnikov z 8 �zi£nimi
qubiti in njihovimi 16 medsebojnimi povezavami.

Na²a naslednja naloga bo prenos mehanizma za iskanje re²itev v obliki ukaza
QMI oziroma vgrajevanje problema (angl. embedding) na �zi£no arhitekturo
enotskih celic D-Wave ra£unalnika.

�e predhodno smo povedali, da ²tevilo C predstavlja ²tevilo razpoloºljivih
barv oziroma ²tevilo razpoloºljivih qubitov za dolo£itev barve posamezne pro-
vince. Vsaki provinci tako dodelimo mnoºico vzorcev, ki predstavljajo even-
tuelne re²itve, vsak vzorec pa lahko v gra�£nem smislu ponazorimo s polnim
grafom11. Na sliki 4.17 so predstavljeni polni gra� za primere ²tevil C = 2,
C = 3 in C = 4, pri £emer vozli²£a predstavljajo qubite, povezave med vozli²£i
pa povezave med qubiti.

C=2

qubit
povezava

C=3 C=4

Slika 4.17: Polni gra� za primere C = 2, C = 3 in C = 4.

Do sedaj omenjane qubite, ki so tvorili vzorce, bomo odtod naprej imenovali
za logi£ne qubite, qubite prikazane na sliki 4.16 pa za �zi£ne qubite. Vgrajevanje
problema (angl. embedding) v ra£unalnike druºine D-Wave poteka po naslednjih
pravilih:

11V polnem grafu je vsako vozli²£e grafa povezano z vsemi ostalimi vozli²£i.
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� vsak logi£ni qubit se preslika v enega ali ve£ povezanih �zi£nih qubitov; s
tem pridemo do verige �zi£nih qubitov, ki predstavlja posamezni logi£ni
qubit;

� za vsako povezavo med posameznima logi£nima qubitoma moramo iden-
ti�cirati �zi£no povezavo med �zi£nima qubitoma iz dveh verig, ki inter-
pretirata prvotno omenjena logi£na qubita;

Prikazana strategija nam omogo£a preslikavo poljubnega polnega grafa z do
vklju£no ²tirimi vozli²£i (C ≤ 4) na posamezno enotsko celico arhitekture. Pri
tem prvi par �zi£nih qubitov q1, q2 s slike 4.16 predstavlja verigo za interpre-
tacijo prvega logi£nega qubita, drugi par �zi£nih qubitov q3, q4 verigo za in-
terpretacijo drugega logi£nega qubita, tretji par �zi£nih qubitov q5, q6 verigo za
interpretacijo tretjega logi£nega qubita in £etrti par �zi£nih qubitov q7, q8 verigo
za interpretacijo £etrtega logi£nega qubita. Iz slike 4.16 zlahka identi�ciramo
tudi �zi£ne povezave, ki predstavljajo povezave med logi£nimi qubiti. V tem
primeru govorimo o povezavah, ki povezujejo ustrezne verige, ki predstavljajo
posamezne logi£ne qubite. V primeru C = 2, bi lahko pri²li ²e do enostavnej²e
re²itve, saj bi lahko prvi logi£ni qubit preslikali v q1, drugi logi£ni qubit pa v
q2. Proces vgrajevanja tako ena£imo s procesom preslikovanja polnih grafov z
maksimalno 4 vozli²£i na posamezne �zi£ne enotske celice D-Wave sistema.

Naslednji korak vgrajevanja predstavlja dodeljevanje uteºi posameznim �-
zi£nim qubitom in mo£i povezavam med �zi£nimi qubiti. Ob predpostavki, da
posamezni logi£ni qubit predstavlja veriga dveh �zi£nih qubitov, predhodno iz-
ra£unano uteº (a = −1) delimo s ²tevilom 2. Tako sta posamezna �zi£na qubita
v verigi uteºena z uteºjo a = − 1

2 . Ker je vsaka veriga dveh �zi£nih qubitov
povezana z neko drugo verigo dveh �zi£nih qubitov natanko dvakrat, tudi v tem
primeru prvotno mo£ logi£ne pvezave (b = 2), delimo s ²tevilom 2 in vsaki �zi£ni
povezavi dodelimo mo£ b = 1. S tem smo nabor logi£nih qubitov z njihovimi
uteºmi in mo£mi povezav vstavili v �zi£ne qubite D-Wave arhitekture.

Na naslednjem koraku moramo v strukturo enotskih celic vnesti ²e omejitve,
ki izhajajo iz same sosednosti provinc (angl. neighbor constraints). Pri tem
si bomo pomagali z zgledom C = 4 in primerom vzpostavitve povezav med
dvema enotskima celicama, ki po vrsti predstavljata na zemljevidu sosednji si
provinci Britanske Kolumbije in Alberte. Omenjeni primer je predstavljen na
sliki 4.18. Pri tem uporabljamo slede£a pravila za vzpostavljanje povezav med
posameznimi entoskimi celicami:

� ker sosednji provinci ne smeta biti iste barve, poveºemo istoleºne verige
�zi£nih qubitov BK z verigami �zi£nih qubitov AL (na sliki 4.18 so te
povezave ponazorjene z rde£o, modro, zeleno in rumeno barvo);

� v primeru, da sta AL in BK obarvani enako, si s spreminjanjem mo£i
in uteºi ºelimo dose£i, da vrednost kriterijske funkcije naraste in s tem
posledi£no ni ve£ minimalna;

� v primeru, da sta AL in BK obarvani razli£no, si ºelimo dose£i, da vrednost
kriterijske funkcije ne naraste (ostaja opcijsko minimalna);
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Slika 4.18: Primer povezovanja enotskih celic za C = 4 in ponazarjanje omejitev
med sosednimi provincami Britanske Kolumbije (BK) in Alberte (AL). Slika je
povzeta po viru [44].

� predpostavimo, da bi z vidika mo£i radi okarakterizirali povezavo, ki je
na sliki 4.18 ozna£ena z oznako �red�; ker no£emo, da sta obe verigi v
stanju vklju£enosti (izbor rde£e barve), povezavi z oznako �red� dolo£imo
vrednost mo£i 1; enako naredimo tudi s povezavami �blue�, �green� in
�yellow�; s tem smo uvedli penalizacijo ali kazen (angl. penalization) v
primeru, da bi bila za obe provinci izbrana ista barva; s penalizacijo do-
seºemo dvig vrednosti kriterijske funkcije v primeru, da pride do izbire
enakih barv za dve sosednji provinci;

Na podoben na£in bi morali za dokon£no re²itev problema narediti naslednje
korake:

� v enotske celice vgraditi vse kanadske province;

� povezati vse sosednje province po pravkar predstavljenem zgledu;

� penalizirati vse povezave med sosednjimi provincami;

Ve£ informacij o dokon£nem preslikovanju problema barvanja kanadskih pro-
vinc bralec najde v viru [44]. Samo procesiranje v D-Wave ra£unalniku ob po-
dani arhitekturi (povezanosti enotskih celic) in podanih parametrih se izvede
s ciljem iskanja re²itev, pri katerih se doseºe minimalna vrednost kriterijske
funkcije.

4.15 Povzetek poglavja

Realizacij kvantnih ra£unalnikov v dana²njem £asu ne najdemo v ²iroki upo-
rabi. Temu primerno je seveda tudi teºko dolo£ljivo, v kolik²ni meri bo realiza-
cija zanesljivega kvantnega ra£unalnika resni£no vplivala na kvalitativni preskok
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procesiranja. Vsekakor pa vsi modeli kaºejo, da gre v primeru uspe²ne realiza-
cije kvantnega ra£unalnika pri£akovati eksponentno pove£anje hitrosti re²evanja
dolo£enih speci�£nih algoritmi£nih problemov.
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