Linearna algebra Teden 12
Lastne vrednosti in lastni vektorji matrik, 1. del

Polona Oblak

1. POUDARKI 12. TEDNA

e Preden zacnete oglede predavanj, si odgovorite na naslednji vpra-

Sanji. Definirajmo §tiri linearne preslikave ¢, (, 7,9 : R? — R%:
(@) ¢ je projekcija na z-os.

(b) ¢ je zrcaljenje cez premico y = .

(c) n je rotacija okoli koordinatnega izhodisca.

0

0 3|°
Za vsako od preslikav ¢, (,n, Y ugotovite, ali obstaja kakSen neni-
celn vektor, ki se slika v svoj veckratnik. PoiScite tudi ustrezne
veckratnike. (Ce ne gre, poglejte nami.)

e Ce ste nasli takSne vektorje linearnih preslikav ¢, (, 7, ki se sli-
kajo v svoj veckratnik, ste pravkar nasli lastne vektorje linearnih
preslikav. Pripadajoce veckratnike pa imenujemo lastne vrednosti
preslikav.

e Uvod, video.

e Definicije

- Lastne vrednosti in lastni vektorji, video.
— Primer, video.
- Lastni podprostor, video.
- Primer, lastni podprostor pri lastni vrednosti 0,video.
¢ Racunanje lastnih vrednosti
- Kako poracunamo lastne vektorje pri dani lastni vrednosti, vi-
deo.
-~ Lastne vrednosti in karakteristicni polinom. video.
— Primer, video.
- Povzetek, video.
e Lastnosti
- Lastni vektorji pri razlicnih lastnih vrednostih so linearno ne-
odvisni, video.
- Lastne vrednosti trikotnih matrik lezijo na njeni diagonali, vi-
deo.

(d) Matrika preslikave 9 v standardni bazi R? je enaka
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https://video.arnes.si/portal/asset.zul?id=b1qqdQhOMBeMaZSSS66d8s2F
https://video.arnes.si/portal/asset.zul?id=c2MQVZfWTCXEkKTWLZ9D1mON
https://video.arnes.si/portal/asset.zul?id=OPVayFiKYEi5N4eaVKLjiCAe
https://video.arnes.si/portal/asset.zul?id=s14cwMnYmP6WcUF5AXZwPaxY&jwsource=cl
https://video.arnes.si/portal/asset.zul?id=O1buHSYOWPbnMmKOYTRXH49m
https://video.arnes.si/portal/asset.zul?id=p1JkRjOZdWkZC7CMUMnIg1eC
https://video.arnes.si/portal/asset.zul?id=p1JkRjOZdWkZC7CMUMnIg1eC
https://video.arnes.si/portal/asset.zul?id=ouqROsmLcJ9JWWYEaxFUzbZU
https://video.arnes.si/portal/asset.zul?id=uNOsdcTMMeNaXmKSNXD95UgT
https://video.arnes.si/portal/asset.zul?id=j2DNwUXpMfdwladNUTrBySx1
https://video.arnes.si/portal/asset.zul?id=x2PZEZUYTFpZGmk9xaZmQ8LA
https://video.arnes.si/portal/asset.zul?id=KBRKbAXZUNoiOJ9Qhit3gdjl
https://video.arnes.si/portal/asset.zul?id=KBRKbAXZUNoiOJ9Qhit3gdjl

- Lastne vrednosti matrike in njene transponiranke so enake,
video.
- Produkt lastnih vrednosti matrike je enak njeni determinanti,
video.
- Vsota lastnih vrednosti matrike je enaka njeni sledi. Primer
racunanja lastnih vrednosti 2 x 2 matrike, video.
- Lastne vrednosti potenc in inverzov matrik, video.
e Oglejte si Se video 3BluelBrown, Eigenvectors and eigenvalues,
Essence of linear algebra, chapter 14.
e Zapiski predavanj, 12. teden.

2. ALI RAZUMEM SNOV?

(1) Matrika A naj ima karakteristi¢ni polinom enak A,(z) = z* — 2%

Izracunajte rang(A + I).

(2) Naj ima 4 x 4 matrika A dvojno lastno vrednost 2, enojno lastno
vrednost 1 ter determinanto enako 12. Dolocite njen karakteristicni
polinom.

(38) Za 4 x 4 matriko A naj velja rang(A —5/) = 2, rang(A — 4]) = rang(A —
3I) = 3 ter rang(A — 2I) = rang(A — I) = 4. Dolocite njen karakteri-
sticni polinom.

(4) Naj bo @ € R" poljuben neniceln vektor. Pokazite, da je vektor a
lastni vektor matrike aa’ .

(5) Naj bo A € R™" matrika, za katero velja A? = A. Pokazite, da je
vsak vektor y = A7 € C(A) lastni vektor matrike A. Dolocite tudi
pripadajoco lastno vrednost.

(6) Naj bo A € R™" matrika, za katero velja A*> = A. Pokazite, da je
za vsak 7 € R" vektor #¥ — A¥ lastni vektor matrike A. Dolocite tudi
pripadajoco lastno vrednost.

(7) Naj bo A matrika velikosti 3 x 3, ki ima pri lastni vrednosti 1 lastni
vektor 7 = [1, 2, 3]" in pri lastni vrednosti —1 lastni vektor j =
3, 2, 1]". Izraéunajte A2(Z + 7).

(8) Naj bo A € R°%6 simetricna matrika z enojnima lastnima vredno-
stima —1 in 1, njen rang pa je enak rang(A) = 3. Izracunajte njeno
determinanto det(A).

(9) Naj bo A € R>*® matrika z lastnimi vrednostmi —1, 1, % 2 in 3, za
matriko B € R%*° pa velja det(B) = 2. Izracunajte determinanto
det(ABT).

(10) Drzi ali ne drzi? Utemeljite ali poiScite protipromer.
(@) Ce je 0 lastna vrednost matrike A, potem je A obrnljiva.
(b) Naj bo A € R™*™. Ce ima linearni sistem enaéb Az = 0 netrivi-
alno resitev, potem je 0 lastna vrednost matrike A.


https://video.arnes.si/portal/asset.zul?id=bwkBFkLOAakZNRHSIucEHTtC
https://video.arnes.si/portal/asset.zul?id=y1Ws6TIbUUJQujMdiZeG4Mnm
https://video.arnes.si/portal/asset.zul?id=T3LpQRv7abEOaJhRdQgzM8Zu
https://video.arnes.si/portal/asset.zul?id=K1PnWWmheVJK8QDbVGd4LsZH
https://youtu.be/PFDu9oVAE-g
https://youtu.be/PFDu9oVAE-g
https://ucilnica.fri.uni-lj.si/pluginfile.php/139072/mod_resource/content/1/12%20-%20Lastne%20vrednosti.pdf
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(c) Ce ima matrika A lastno vrednost )\, potem ima matrika A+ of
lastno vrednost A + a.
(11) Aleksandra Franc: Resene naloge iz linearne algebre, 2019, Naloge
86(a), 88 (a)-(b), 93.

3. KJE SI LAHKO PREBEREM/OGLEDAM SNOV?

(1) Bojan Orel: Linearna algebra, Zalozba FRI, 2015, Razdelka 6.1 in
6.2.

(2) Gilbert Strang: Introduction to Linear Algebra, 2009, Section 6.1.

(3) Gilbert Strang, Lecture 21: Eigenvalues and eigenvectors.

(4) Preberite si kaj vec o uporabi lastnih vrednosti in lastnih vektorjev:

(a) Metoda glavnih smeri (PCA)
(b) Lastni vektorji spletnih iskalnikov
(c) Pixarjeve lastne vrednosti in vektorji


http://matematika.fri.uni-lj.si/la/la_zbirka.pdf
http://matematika.fri.uni-lj.si/la/la1.pdf
https://ocw.mit.edu/courses/mathematics/18-06-linear-algebra-spring-2010/video-lectures/lecture-21-eigenvalues-and-eigenvectors/
https://ucilnica.fri.uni-lj.si/pluginfile.php/77339/mod_resource/content/1/PCA-Tutorial-Intuition_jp.pdf
https://ucilnica.fri.uni-lj.si/pluginfile.php/77338/mod_resource/content/1/image33.pdf
https://ucilnica.fri.uni-lj.si/pluginfile.php/77337/mod_resource/content/1/Pixar.pdf
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