Linearna algebra Teden 7
Linearne preslikave

Polona Oblak

1. NOVO DEFINIRANI POJMI

e Linearna preslikava.
e Matrika, ki pripada linearni preslikavi v standardnih bazah.
e Jedro in slika linearne preslikave.

2. DEFINICIJA LINEARNE PRESLIKAVE

V matematiki se vedno znova in v razlicnih kontekstih srecujemo s poj-
mom preslikave med dvema mnozicama. Spomnimo se, da je preslikava
f+ A — B mnozice A v mnozico B takSen predpis, ki vsakemu elementu
a € A enolicno predpiSe vrednost b = f(a) € B.

Mi bomo opazovali preslikave 7: IV — U vektorskih prostorov V in U, ki
spostujejo strukturo vektorskega prostora. To pomeni, da

(1) slikajo vsoto vektorjev v in u v vsoto slik vektorjev 7(v) + 7(u) in
(2) veckratnik vektorja v v veékratnik slike vektorja 7(v).

Linearno preslikavo torej definirajmo na naslednji nacin.

Naj bosta V in U vektorska prostora. Preslikava 7: V' — U je linearna
preslikava, ce velja

(LP1) 7(v+u) =7(v) + 7(u) za vsaka v,u € V

(LP2) 7(av) = ar(v) za vsak v € V in vsak a € R.

V posebnem, ce v (LP2) vstavimo a = 0, dobimo
7(0) =7(0-v)=0-7(v) =0

za poljuben v € V. Pri tem je prvi 0 nicelni vektor v vektorskem prostoru
V', zadnji 0 pa nicelni vektor v vektorskem prostoru U. S tem smo pokazali
naslednjo lastnost linearne preslikave.

Lema 1. Za vsako linearno preslikavo T velja, da slika nicelni vektor v
nicelnega, torej

7(0) = 0.
Hitro lahko preverimo naslednjo ekvivalentno definicijo linearne presli-

kave.
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Izrek 1. Preslikava 7: V — U je linearna natanko tedaj, ko velja
(1) T(av + fu) = at(v) + B7(u)
zavsev,u €V tervse a, 5 € R.

Dokaz. Pokazimo najprej, da ce je preslikava 7: V' — U linearna, potem
ohranja tudi linearne kombinacije (1). Za linearno preslikavo 7 za vse
v,u € V ter vse a, § € R po lastnosti (LP1) velja 7(av + fu) = 7(aw) + 7(Bu).
Nadalje po (LP2) sledi, da je 7(av) + 7(fu) = ar(v) + 87(u), iz Cesar sledi (I).

Sedaj moramo pokazati Se nasprotno, da je vsaka preslikava 7 z lastno-
stjo linearna. Izberimo torej preslikavo 7, za katero velja za vse
v,u € V ter vse o, € R. V posebnem velja ta enakost tudi za o = g =1,
iz cesar sledi 7(v 4+ u) = 7(v) + 7(u) za vse v,u € V, torej (LP1). Ce v
izberemo 5 = 0, potem iz dobimo 7(av) = at(v) za vse v € V ter vse
a € R, torej (LP2). S tem smo pokazali, da je vsaka preslikavaz lastnostjo
tudi linearna. O

Ce zZelimo za preslikavo pokazati, da je linearna, je v veéini primerov
hitreje preveriti lastnost kot pa lastnosti (LP1) in (LP2). V nasprotnem,
ce zelimo za preslikavo pokazati, da ni linearna, imamo ve¢ moznosti.
Ovrzti moramo eno od lastnosti, ki veljajo za linearno preslikavo. To po-
meni, da je dovolj ovrzti le eno od lastnosti (LP1), (LP2), ali pa lastnost
iz leme [I} Torej, ¢e preslikava vektorskih prostorov ne slika nicelnega
vektorja v nicelnega, potem to ni linearna preslikava.

3. PRIMERI LINEARNIH PRESLIKAV

Primer 1. Nicelna preslikava je preslikava

v:V — U
v — 0,

ki slika vsak vektor vektorskega prostora V v nicelni vektor 0 € U. Hitro se
prepricamo, da za vse v,u € V ter vse a, 5 € R velja

viav+ pu) =0=0+0=a0+ 50 = av(v) + Sfv(u),
in zato je po izreku[l| nicelna preslikava linearna preslikava.
Primer 2. Identi¢na preslikava

'V =V
Vo=,

je preslikava, ki slika vsak vektor vektorskega prostora V nazaj vase. Ker
zavsev,u € V invse «,p € R velja

tav + fu) = av + fu = av(v) + [ u(u),

Jje po Izrekul]] identicna preslikava linearna preslikava.
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Primer 3. Dan je vektor @ € R®. Naj bo preslikava A : R* — R?® dana s
predpisom

AZ = (Z-d)d+ T x d — 27.
Ker za vsaka vektorja 7, 1] € R? in poljubni stevili o, 3 € R velja
Alod + py) = ((aZ + By) - )a + (o + BY) x @ — 2(aZ + B) =
= (aZd-d+ Py -d)a+al xd+ Py x d—2ar — 20y =
= a(@-d)d+ (By-d)d+aX x d+ Py x d — 2af — 20y =
= a((@-d)a+dxad—22)+0(y-a)d+yxd—2y) = «A(Z) + BA(Y),
Jje po izreku[]] preslikava A linearna.

Izrek 2. Za poljubno matriko A € R™*" je preslikava

linearna preslikava.
Dokaz.
(ol + BY) = AlaZ + BY) = aAT + BAY = o) (Z) + S (7)
za poljubna vektorja 7,y € R" ter poljubni Stevili o, § € R velja in zatorej
po izreku (1] sledi, da je ¢ linearna preslikava. g
S tem smo pokazali, da je vsaka preslikava, ki vektorje iz R” mnozi z

dano matriko (primerne velikosti) linearna preslikava.

Primer 4. Naj bosta y, ¢: R* — R? preslikavi, podani z predpisoma

x T+y T 3r+2y — 2
X |yl =1 2z in ¢ |yl = |42 —6y—2z
z z+1 z T+ 5y

Katera od preslikav y, ¢ _je linearna?
Najprej opazimo, da za preslikavo x velja

0 0
x [0 =10},
0 1

in zato po Lemi[l| ni linearna. Predpis preslikave ¢ lahko zapisemo tudi kot

x 3r+2y — 2 3 2 —1| |z
ply| = |4z -6y —2z| = |4 —6 —=2| |y
z T + 5y 1 5 0 z

Spomnimo se, da smo v izreku[2 pokazali, da je vsaka preslikava, ki deluje
kot matricno mnozenje, linearna. Iz tega sledi, da je ¢ linearna.



Poglejmo si Se nekaj primerov preslikav, ki niso linearne:
Premik (ali translacija) vektorskega prostora V' za vektor w € V je presli-
kava, podana s predpisom

T:V =V
v o= vt w.

Ce w # 0, potem je 7(0) = 0+w = w # 0 in 7 ne ohranja nicelnega vektorja.
Zatorej po lemi [1| premik ni linearna preslikava.

4. MATRIKA LINEARNE PRESLIKAVE V STANDARDNI BAZI

Naj bo 7: R” — R™ linearna preslikava ter S, = {ej,es,...,¢,} In S, =
{e},¢€,, ..., e } standarni bazi prostorov R" in R™,
Denimo, da poznamo slike 7(e;), 7(es),...,7(e,) vektorjev baze S, preko

preslikave 7. Izberimo poljubni vektor v € V in ga zapiSimo kot linearno
kombinacijo

v = Bre1 + Paea + ...+ Bre,

baznih vektorjev mnozice §,,. Ker je 7 linearna preslikava, lahko nato
sliko 7(v) vektorja izracunamo kot

T(v) = 7 (Bier + Baea + ...+ Ben) = Bi7(er) + Bo7(e2) + ... + BuT(en).

Tako smo ugotovili, da lahko s pomocjo slik baznih vektorjev izracunamo
sliko poljubnega vektorja v € V.

Ko bazni vektor e; baze S, preslikamo s preslikavo 7, se slika 7(e;) na-
haja v vektorskem prostoru R™. Zato lahko 7(e;) razvijemo po standardni
bazi S,, prostora R™. Torej, za j = 1,...,n, vsako sliko 7(e;) zapiSimo kot
linearno kombinacijo vektorjev mnozice S,, = {¢}, ¢}, ... ¢} }:

T(@j) = 041]‘6/1 + 062j€/2 + ...+ &mje;n.
S tem smo dobili m-n enolicno dolo¢nih koeficientov «;;, i = 1,2,...,m, j =
1,...,n. Najbo A, s, s,, = ;] matrika reda n xm sestavljena iz koeficientov
v razvoju slik baznih vektorjev S, po bazi §,,.

Tako definirano matriko

11 12 ... O1m

Q91 Qg2 ... O9m
Ar=Ars,sn =

Ap1 Op2 ... Opm

imenujemo matrika linearne preslikave 7 iz baze S,, v bazo S,,.

V njej j-ti stolpec predstavlja koeficiente, s katerimi se slika j-tega vek-
torja baze S, izraza kot linearna kombinacija vektorjev baze S,,.



Primer 5. Kaksne je matrika ni¢elne preslikave v: R" — R™?

Nicelna preslikava slika vsak vektor e; € V, j = 1,2,...,n standardne
baze R" v nic¢elni vektor 0 € R™. Da bi zapisali matriko A, nicelne preslikave
v v standardnih bazah, moramo slike 7(e;) = 0 € R™ baznih vektorjeve; € B
razuviti po bazi C prostora R". Preprosto zapisemo

7(ej)=0=0-€¢] +0-e5+...+0-¢,

zaj=1,2,...,n. S tem smo dobili koeficiente v razvoju slik baznih vektor-
jev, ki so vsi enaki 0. Zatorej je matrika nicelne preslikave v enaka
00 ... 0
00 ... 0
Au = 1. . .
00 ... 0
1
Primer 6. Za vektor d = |2| € R® nagj bo podana preslikava A : R? — R? s
3

predpisom
AZ = (Z-d)d+ T x d — 27,

kot v primeru[3. Dolo¢imo matriko, ki pripada A v standardni bazi prostora
R3.

V ta namen moramo izrac¢unati, kkam se s preslikavo A slikajo vektorji i,
j in k, torej vektorji standardne baze R®. Velja

-1
AD =G -@a+ixa—2i=|-1|=-1i—1j+5Fk,
5
-, — — — 5 — — —
AG)=(-d)ad+jxa—2j=|2| =5i+25+5k,
5
— — — — 1 —
AK) = (k-@)d+kxa—2k= |T| =1i+7j+ 7k,
7

zato je matrika, ki pripada A v standardni bazi prostora R? enaka

-1 5 1
Ag=|-1 2 7
5 5 7

5. JEDRO IN SLIKA LINEARNE PRESLIKAVE

Naj bo 7: V — U linearna preslikava vektorskega prostora V' v vektorski
prostor U.



Jedro linearne preslikave 7 je mnozica ker(7) vseh vektorjev v € V, za
katere velja
7(v) = 0.

Slika linearne preslikave je mnozica im(7) = {r(v): v € V} C U.

Izrek 3. Jedro ker 7 linearne preslikave 7: V — U je vektorski podprostor v
V', slika im 7 pa vektorski podprostor v U.

Izrek 4. Naj bo 7: V — U linearna preslikava in naj bo A matrika, ki pri-
pada preslikavi r. Potem je

(1) dim(im(7)) = rang(A),

(2) dim(ker(7)) + dim(im(7)) = dim(V).

6. ALI RAZUMEM SNOV?

(1) Pokazite Izrek 3]
(2) Naj bo 7: V' — U linearna preslikava iz vektorskega prostora V v
vektorski prostor U.
(a) Pokazite, da je 7 injektivna natanko tedaj, ko je ker 7 = {0}.
(b) Pokazite, da je T surjektivna natanko tedaj, ko je im7 = U.
(3) Za linearno preslikavo 7: R* — R3 naj velja 7(a) = b, 7(b) = c ter
7(c) = b+ ¢ za neke vektorje a,b, c € R3. Dolocite 7(a + 3b — 3c).
(4) Naj bo 7: R?* — R? linearna preslikava, podana s predpisom

T —x
||y =| =
z 0

Zapisite matriko, ki pripada 7 v standarni bazi prostora R®.

(5) Naj bo T': R® — R? linearna preslikava, ki slika vektor i v 7, vektor j
v 0, vektor k pavi+j+ k. ZapiSite matriko, ki pripada 7' v standarni
bazi prostora R3.

(6) Pokazite, da vsaka linearna preslikava 7: R” — R™ slika linearno
odvisne vektorje v linearno odvisne.

(7) Drzi ali ne drzi?

(a) Ce poznamo slike baznih vektorjev z linearno preslikavo ¢: U —
V, potem za vsak vektor v € U poznamo ¢ (u).

(b) Ce je preslikava ¢: U — U linearna, potem je linearna tudi
preslikava ©?: U — U.
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(c) Naj bo 7: R® — R? linearna preslikava, ki slika vektor iV,
vektor j v i + j, vektor 2k pav 4i. Zapisite matriko, ki pripada
7 v standarni bazi prostora R3.
(d) Vsaka nenicelna linearna preslikava 7: R? — R? slika linearno
neodvisna vektorja v linearno neodvisna.
(8) Za vsako od naslednjih lastnosti poiscite primer linearne presli-
kave 0 : R® — R3, ki ima to lastnost.
(a) 6% je identicna preslikava.
(b) 62 = 4.
(c) Jedro preslikave 6 je trivialno.
(d) Obstaja vektor v € R3, za katerega velja 0(v) = —v.
(9) Za vsako od naslednjih lastnosti poiscite primer linearne presli-
kave ¢ : R?*? — R?*2, Ki ima to lastnost.
(a) ©? je identicna preslikava.
(b) ©* = o.
(c) Jedro preslikave ¢ je trivialno.
(d) Obstaja matrika A € R?, za katero velja ¢(A) = —A.
(10) Aleksandra Franc: Resene naloge iz linearne algebre, 2019, Po-
glavje 5.

7. KJE SI LAHKO PREBEREM /OGLEDAM SNOV?

(1) 3BluelBrown, Essence of linear algebra,
(a) Linear transformations and matrices.
(b) Three-dimensional linear transformations.
(c) Nonsquare matrices as transformations between dimensions.
(d) Matrix multiplication as composition.
(2) Gilbert Strang: Introduction to Linear Algebra, 2009, Chapter 7.
(3) Polona Oblak: Matematika, razdelek 6.5.
(4) Tomaz Kosir: Linearna algebra, linearne preslikave, studijsko gra-
divo, 2007.


http://matematika.fri.uni-lj.si/la/la_zbirka.pdf
https://youtu.be/kYB8IZa5AuE
https://youtu.be/rHLEWRxRGiM
https://www.youtube.com/watch?v=v8VSDg_WQlA&feature=youtu.be
https://youtu.be/XkY2DOUCWMU
http://matematika.fri.uni-lj.si/mat/matvsp2019.pdf
https://www.fmf.uni-lj.si/~kosir/poucevanje/skripta/preslikave.pdf
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