
Linearna algebra Teden 14

Lastne vrednosti in lastni vektorji matrik, 3. del

Polona Oblak

1. POUDARKI 14. TEDNA

• Razcep singularnih vrednosti (SVD)
– Uvod, video.
– Kaj sploh je razcep singularnih vrednosti in kako ga uporabiti,

video.
– Primer računanja približkov matrik s pomočjo SVD, video.
– Motivacija: poglejte si, kako in zakaj boste kdaj v prihodnosti

želeli zmanjšati velikost (dimenzije) podatkov, predavanje Jure
Leskovec: Lecture 46 - Dimensionality Reduction - Introduc-
tion.

– Tehnična izvedba:
∗ ATA je simetrična matrika z nenegativnimi lastnimi vre-

dnostmi, video.
∗ Diagonalni elementi diagonalne matrike Σ so koreni la-

stnih vrednosti matrike ATA, video.
∗ Stolpci matrik U in V so lastni vektorji matrik AAT in ATA,

video.
· Matriki AB in BA se ujemata v neničelnih lastnih vre-

dnostih, video.
∗ Singularne vrednosti, video.

– Tri oblike razcepa singularnih vrednosti (SVD), video.
– Primer razcepa simetrične matrike, video.
– Geometrija SVD in PCA, video.
– Igrajte se sami z demonstracijo SVD, Mathematica Demonstra-

tion.
– Jure Leskovec: Lecture 47 - Singular Value Decomposition.
– Jure Leskovec: Lecture 48 - Dimensionality Reduction with

SVD.
• Markovske verige

– Uvod, video.
– Matrika prehodnih stanj, video.
– Potence matrike prehodnih stanj, video.
– Primer v Mathematici, video.
– Zaključek, video.

• Zapiski predavanj, 14. teden.
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https://video.arnes.si/portal/asset.zul?id=ZVSfmpPIiRFhAaUIcslShKYr
https://video.arnes.si/portal/asset.zul?id=UaQeVNlSPJMvoY6fYZqvyuKT
https://video.arnes.si/portal/asset.zul?id=AaickiwHvTxEdVPMkPB1IEgm
https://www.youtube.com/watch?v=yLdOS6xyM_Q
https://www.youtube.com/watch?v=yLdOS6xyM_Q
https://www.youtube.com/watch?v=yLdOS6xyM_Q
https://video.arnes.si/portal/asset.zul?id=K1WPoVZh8STIYNOjndB6XpRP
https://video.arnes.si/portal/asset.zul?id=l2KReQCPoP7OPIrVejGhjxc6
https://video.arnes.si/portal/asset.zul?id=FUsVHVbijB9KoLcaNoGrV9hr
https://video.arnes.si/portal/asset.zul?id=N22CSkToZLRhHPCLQCUKqFOn
https://video.arnes.si/portal/asset.zul?id=sBHmRXa7MSWlVuRvTdKWTnie
https://video.arnes.si/portal/asset.zul?id=A1ACJTRVlTUdeFAxcTGKwbiy
https://video.arnes.si/portal/asset.zul?id=jhfOmUHNicKXWilUTHPcW80y
https://video.arnes.si/portal/asset.zul?id=n1bySOMoCJaewGRSbGJVTFeU
https://demonstrations.wolfram.com/SingularValueDecomposition/
https://demonstrations.wolfram.com/SingularValueDecomposition/
https://www.youtube.com/watch?v=P5mlg91as1c
https://www.youtube.com/watch?v=UyAfmAZU_WI
https://www.youtube.com/watch?v=UyAfmAZU_WI
https://video.arnes.si/portal/asset.zul?id=fFJVVdCOeQjaXfelGE4UqEZv
https://video.arnes.si/portal/asset.zul?id=rFUHAR9ZqUQl3RTpctjHQnjK
https://video.arnes.si/portal/asset.zul?id=J2eUTLLKTQXkooa7ECyOrxVP
https://video.arnes.si/portal/asset.zul?id=elKX5fbXnRQBU6cCqtsCeX5N
https://video.arnes.si/portal/asset.zul?id=b2SfaHEij5xXWb9LfTnzSrqp
https://ucilnica.fri.uni-lj.si/pluginfile.php/139548/mod_resource/content/1/14%20-%20SVD.pdf
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2. ALI RAZUMEM SNOV?

(1) Izračunajte singularne vrednosti matrike A =
[
A(1), A(2), . . . , A(n)

]
∈

Rm×n, katere stolpci A(i) so paroma pravokotni z dolžinami ||A(i)|| =
αi.

(2) Naj bo A = UΣV T ∈ Rn×n obrnljiva matrika.
(a) Pokažite, da so vse singularne vrednosti matrike A neničelne.
(b) Pokažite, da je Σ obrnljiva matrika.
(c) Zapišite razcep singularnih vrednosti matrike A−1.

(3) Drži ali ne drži?
(a) Če je A = UΣV T ∈ Rm×n, m ≥ n, kjer U ∈ Rm×m ter V ∈ Rn×n

ortogonalni matriki, Σ ∈ Rm×n pa diagonalna matrika z diago-
nalnimi elementi σ1, . . . , σn, potem so σ2

1, . . . , σ
2
n lastne vrednosti

matrike AAT .
(b) Če je A simetrična matrika s samimi pozitivnimi lastnimi vre-

dnostmi, potem so singularne vrednosti matrike A enake la-
stnim vrednostim matrike A.

(c) Če je A = QR ∈ Rn×n QR razcep matrike A, potem se singularne
vrednosti matrik A in R ujemata.

(4) Naj bo A matrika z nenegativnimi elementi, ki ima vsoto elementov
v vsakem stolpcu enako 1.
(a) Pokažite, da ima matrika AT lastno vrednost 1.
(b) Pokažite, da ima matrika A lastno vrednost 1.
(c) Pokažite, da za vsako lastno vrednost λ matrike AT velja |λ| ≤ 1.
(d) Pokažite, da za vsako lastno vrednost λ matrike A velja |λ| ≤ 1.

3. KJE SI LAHKO PREBEREM/OGLEDAM SNOV?

(1) Bojan Orel: Linearna algebra, Založba FRI, 2015, Razdelek 6.5.
(2) Gilbert Strang: Introduction to Linear Algebra, 2009, Section 6.7.
(3) Gilbert Strang, Lecture 29: Singular value decomposition,
(4) Gilbert Strang: Singular Value Decomposition (the SVD),

http://matematika.fri.uni-lj.si/la/la1.pdf
https://ocw.mit.edu/courses/mathematics/18-06-linear-algebra-spring-2010/video-lectures/lecture-29-singular-value-decomposition/
https://youtu.be/mBcLRGuAFUk
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